ACADEMIA ALCOVER. PALMA DE MALLORCA

ST ENCUENTRAS ALGUN ERROR COMUNICALO. POR FAVOR. AL
CORREO DE LA PAGINA WEB.

GEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACID.

ECUACIONES DEL PLAND. ECUACIONES DE LA RECTA. LOS PLANOS Y EJES DE COORDENADAS.
PROYECCIONES Y PUNTO SIMETRICO. POSICIGN RELATIVA, plana - plana, plano - recta, recta - recta y
tres planos. DISTANCIAS, punto - punto, punto - recta, punto - plano, recta - recta, recta - plano y
plano - plano. RECTA PERPENDICULAR COMUN. ANGULDS, recta - recta, plano - plano y recta - plano.
AREA DEL PARALELDGRAMO ABCD Y DEL TRIANGULD ABC. VOLUMEN DEL PARALELEPPEDD Y DEL
TETRAEDRO DABC. HAZ DDE PLANDS.

1. ECUACIONES DEL PLANO.
VIDEOS FUNDAMENTALES PARA ESTE TEMA.
VER VIDEO https://youtu.be/zFuCN2-jtys
VER VIDEO https://youtu.be/noekzgMyGKs

VER ViDEO https://youtu.be/81s-0cLZrck
VER VIDEO https://youtu.be/R3CTUoe4iEk

e VECTORIAL: (x, v, z) = (1, 2, -3) + A(2, -3, 1) + (-1, 4 ,0)

PUNTO DEL PLANO: (1, 2, -3)

VECTORES DIRECTORES DEL PLANO: {81_2 (1)%
i 7 kK
VECTOR NORMAL AL PLANO: n = 2 3 1|= _4T—T+
-1 4 0

11k = (—4,-1,11)
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x=3
e PARAMETRICAS: {y = p — 2
Z=0oa+ U

PUNTO DEL PLANO: (3, -2, 0)

VECTORES DIRECTORES DEL PLANO: {Eg é B
T 7 Kk

VECTOR NORMAL AL PLANO: n = o 1 1l= 1= (1,0,0)
0O 0 1

e GENERAL O IMPLICITA: Ax+By+Cz+D=0;3x—-2y+z+1=0

VECTOR NORMAL AL PLANO: 11 = (A,B,C) = (3,-2,1)
Despejamos una de las variables: z = -3x + 2y — 1; y escribimos las
X=«
ecuaciones paramétricas: {y = B
z=-30a+2—-1
PUNTO DEL PLANO: (0, 0, -1)
VECTORES DIRECTORES DEL PLANO: {((1601_23))

1. a.Dado el plano (x,y,2)=(1,2,3) +s(-2,3,0) +t (2, -3, 1) escribirlo en paramétricas y
general.

b. Dado el plano x - 2y + z = 0 escribirlo en vectorial y paramétricas.
VER VIDEO https://youtu.be/I8fGgVN5nuU

PUNTO DEL PLANO: (1, 2, 3)

VECTORES DIRECTORES DEL PLANO: {

x=1—-2s+ 2t
y=2+3s— 3t

z=3+t
x—1 -2 2

y—2 3 =3
z—3 0 1

(—2,3,0)
(2,-3,1)

PARAMETRICAS:

GENERAL: =0;3x+2y—-7=0

x=2a—f
y=«a
z=

Despejando lax : x =2y —z ; PARAMETRICAS:

PUNTO DEL PLANO: (0,0, 0)
VECTORES DIRECTORES DEL PLANO: {((_21’ 10’02)
VECTORIAL: (x,y,2)=(0,0,0)+u2,1,0)+A(-1,0,1)

2. a. Escribe la ecuacidn del plano que pasa por (1, 2 ,3) y es paralelo a los vectores (1, -1, 0) y
(2,-2,1).
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b. Escribe la ecuacidn del plano que pasapor P=(0,-2.3)yQ@=(1, -1, 0) y es paralelo al
vectorv=(-2,-1,1).

c. Escribe la ecuacidn del plano que pasa por P = (2, -1,3) y es perpendicular al vector
(3.-1.2)
VER VIDEO https://youtu.be/S]j35w2r0f8

Simplemente: (x,y,z)=(1,2.,3)+u(l,-1,0)+1(2,-2,1). Como en el ejemplo 1
escribimos las paramétricas y la general.

Hallamos Wj =(1,1,-3)
Tomando el punto Py los vectores P_d y v . Hacemos como ejemplo anterior.

Plano perpendiculara (3, - 1, 2) serd 3x —y + 2z + D = 0. Sustituimos X, yy z por 3, - 1
y2.33-(-1)+22+D=0;D=-13.
El plano pedidoes 3x—y+2z2-13=0

3. a. Escribe la ecuacidn del plano que pasapor P=(0,-2,3),0=(1,-1,0),R=(1.1.0) y
S=(0,0,3) si es que son coplanarios.

b. Determinar los valores de m para que los puntos A(1,2,0), B(0,3,-1), C(1,0.1) i D(-1,2,m) sean
coplanarios y calcular la ecuacidn general del plano que los contiene.

VER VIDEO https://youtu.be/ECvqZ 9b0Dc

PQ ,
. . .|—| { = 0,SI SON COPLANARIOS
Estudiamos el determinante: p_% {i 0.NO SON COPLANARIOS
PS
1 1 -3
1 3 -3=9+3-3-(9+4+3—3) =0 - soncoplanarios.
-1 1 3

Para hallar la ecuacion del plano que los contiene basta tomar tres de los cuatro puntos.
Hacemos como ejemplo 5.

AB| _ , -1 1 -1

_,{—OCOplanarlos.' , o {|22m-2+4=0om=—1
# 0 no coplanarios.

AD -2 0 m

Sim #-1|A|] # 0 — no son coplanarios. Sim = - 1, |A] = 0 — son coplanarios.

x—1 y—2 1z
0 -2 1
-2 0 -1

=0-2x—2-2y+4—-4z=0->x—-y—22z+1=0

2. ECUACIONES DE LA RECTA.
VIDEOS FUNDAMENTALES PARA ESTE TEMA.
VER VIDEO https://youtu.be/5qwzgghlDUQ
VER VIDEO https://youtu.be/GInbel9fY24
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VER VIDEO https://youtu.be/NCAmRNIP3Pc

e VECTORIAL: (x, v, 2) = (1, -2, -7) + A.(2, 3, 1)

PUNTO DE LA RECTA: (1, 2, -3)
VECTOR DIRECTOR DE LA RECTA: (2,3,1)
Para hallar otros puntos doy valores a A.

x=3
e PARAMETRICAS: {y = —2
Zz=a+4

PUNTO DE LA RECTA: (3, -2, 4)
VECTOR DIRECTOR DE LA RECTA: (0,0,1)
Para hallar otros puntos doy valores a A.
e CONTINUA: == =22 = -
PUNTO DE LA RECTA: (1,-2,0)
VECTOR DIRECTOR DE LA RECTA: (3,0,-1)
Para hallar otros puntos doy valoresa xy hallolay vy la z.

. ., 1- 2y+1
Si la ecuacion fuera: TX = == = = debemos arreglarla antes de sacar la

1
. ., -1 ¥y+5 . ., .
informacion (punto y vector) X_—3 =—2= Z. En la primera fraccion multiplicamos

1
numerador y denominador por -1, en la segunda por ¥z para que los coeficientes de la x
layy la z sean unos.
PUNTO DE LA RECTA: (1, -1/2,0)
VECTOR DIRECTOR DE LA RECTA: (-3,1,4)
Para hallar otros puntos doy valoresa xy hallolayy la z.

(ax+by+cz+d=0 x+2y+z=1
e GENERAL O IMPLICITA: {a’x +by+cz+d = {ZX y—3z=2
Resolviendo el sistema teniendo en cuenta que es compatible indeterminado:
L (x+2y=1-2A x+2y=1-A4
Hacemo”‘"{m—y: 2+3x"{4x—2y=4+6x
5x=5+5A—-x=1+A
y=2X—-2-3A=2+21-2-3h=-%

x=1+A
Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta son {y =-A
Zz=A

PUNTO DE LA RECTA: (1,0, 0)
VECTOR DIRECTOR DE LA RECTA: (1, -1,1)
Para hallar otros puntos doy valores a A.

I 7 K
Si solo busco el vector director puedo hacerv=1{1 2 1 |=(=5,5,-5)
2 -1 -3
Que simplificado seria (- 1,1, -1)
| b, a. Dada la recta (x, y, z) = (I, 2, 0) + t(2, 0, 3), escribirla en todas sus formas.
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b. Dada la renta% = % = % , escribela en todas sus formas.

x+y+z=3
c. Dada la recta {Zx Zy—3z=-2
VER VIDEO https://youtu.be/Wcoo5HsY3DA

, escribirla en todas sus formas.

a. a. Determinar un plano que pasando por el origen de coordenadas sea paralela a la recta de
=1
ecuaciones ; :II__ )z’ _ 2} y también paralelo a la recta que pasa pon los puntos A= (1,1, 0) y B= (0,1, 1).
b. Determina la ecuacidn general del plano que contiene a la recta g = 12;y = % y pasa por

el punto (1, 2, 0).
VER VIDEO https://youtu.be/e qu-QVUbeo

>
1

=1 — - - T
Xty } =i-7+k=(1,-11)

Tiy4z=2f"r~

=y
_ o K

1
0

AB = (-1,0,1)

Pasa por (0,0,0) X y oz
Plano rt { Paraleloar » v/ =v;y=(1,-1,1);|1 -1 1|=0-x+2y+z=0
Paralelo a AB = (-1,0,1) = u, -1 0 1

B. Considera el cubo que aparecen la figura adjunta. Suponemos que el punto C tiene coordenadas (1, 1,
1), las aristas del cubo son paralelas a los ejes de coordenadas, siendo la arista AE paralela al eje x la
arista AD paralela al eje Y y la arista AB paralela al eje Z. Los lados del cubo tienen longitud dos. Calcula
el plano que pasa por los puntos AECG y la recta perpendicular al plano anterior que pasa por el punto

D.
F G

A D
VER VIDEO https://voutu.be/TTce7Z0rzDI

A(l,-1,-1);C(1,1,1)yE(-1,-1,-1)

EsaporA(l,—l,—l) x—1 y+1 y+1

m{AC = (0,2,2) -1 0 2 2 |=05y—z=0
AE = (-2,0,0) -2 0 0

_{D(l,l,—l) x=1_y-1_z+1

"In; =v, =(0,1,—-1) o 1 -1
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7. Dados los puntos A (0, 0, 0) y B (1, 1, 2), determinar los puntos C y D tales que el cuadrilatero ABCD
sea un rectangulo en el plano x +y - z= 0y la coordenada x del punto C valga l.
VER VIDEO https://youtu.be/5ytEla2Qgqw

Pertenece al plano - 1+y—z =0

P t C 1, ) —_— —_— C 1,_1,0
unto € ( yZ){ACJ.AB—>(1,y,z)-(1,1,2)=0—>1+y+22=0_) ( )
x—1=1
AB=CD- (1,1,2)=(x—1Ly+1,2) = {y+1=1-D(2,0,2)
Z=2

8. Se consideran los puntos A (3,0,0),B (0,2, 0)yC (0, 0,1).

a) Hallar la ecuacidn general del plano 7 que los contiene.

b) Hallar la ecuacidn de |a recta r perpendicular a 7z y que pasa por el origen de coordenadas.
Hallar también el punto de interseccicn de la recta con el plano.

VER VIDEO https://youtu.be/cjRrYtLEDBI

El plano buscado eséx + %y + z =1, es decir, 2x + 3y + 6z = 6.

erpendicularam n, = v, = (2,3,6) x =2t
r {p p_ TNy = Vy = (43, y = 3t. Sustituyendo las paramétricas de r
contiene al (0,0,0) 7 = 6t
en el plano m obtenemos t y, en consecuencia, el punto de corte. 4t + 9t + 36t=6, t= %.
El punto de corte es P (g,g,ﬁ)
49749’ 49

9. Halla la ecuacitn de la recta que pasa por el punto (1, 0, 2) y es paralela a los planos:
x-2y+3z+=0y2x-3y+z+6=10
VER VIDEO https://youtu.be/dSj5arMblo0

zZ—2

X
Pasa por (1,0,2) - — =

y
b C
Esparalelaam:x—2y+3z+1=0->n,; L v, - (1,-2,3) - (a,b,c) =0 -
—»a—2b+3c=0

Esparalelaan:2x—3y+z+6=0-n, 1Lv, - (2,-3,1)-(a,b,c) =0 -
—»2a—3b+c=0

a—2b+3c=0 _. x—1 y z-2
{Za—3b+c=0_’vr:(7'5'1)_’725 1

10. Halla la ecuacidn continua de la recta paralela al plano m: 2x - 2y + 5z = 3 y perpendicular a la recta
Kl _y=Z2 _z

=T = el punto (- 1,2,0)

VER VIDEO https://voutu.be/SbrYKfMuKyl

Pasa por (—1,0,2)
Buscamos larectas:{ paralelaam— v, L n; — (a,b,c)-(2,—-2,5) =0->2a—2b+5c=0
perpendicularar:v, L v, = (a,b,c) - (2,-1,3) =0->2a—b+3c=0
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1
Cob = — |
Haciendoc=1 - {ég _ ib___BS - {a T2V = (—, 2,1) ;0(—1,4,2)

x+1 y z-2

-1 4 2

Larectas:

1. Sabemos que la recta r: (x.y.z) = (1, - b,0) + t(Z, - 10,1) y el plano m: 2x + ay + z = 2 se cortan
perpendicularmente y que la recta pasa por el punto (- 1.1, - 1). Calcula a, b y el punto de corte.
VER VIDEO https://youtu.be/6v2kkHP7HvI

Sustituyendo el punto en larectar: (- 1,1, - 1) = (1, - b,0) + t(2, - 10,1){Il_=_é t igt

resulta b = 9. Si se cortan perpendicularmente, el vector director de la recta (2, - 10, 1)
. 2 -10 1

es paralelo al vector normal o asociado del plano (2, a, 1). ST = A= 10.

La recta r queda (x,y,z) = (1, - 9,0) +t(2, - 10,1) y el plano m: 2x — 10y +z =2
x=1+2t

Escribimos r en paramétricas {y = —9 — 10t, sustituyendo en la ecuacion del plano
Z=t

-3 -90

hallaremos t. 2.(1 + 2t) — 10.(- 9 - 10t) + t = 2; t= —. Punto de corte (=, 2, =)
105 7 7 105

12, a. Calcula la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano m, que
pasa por los puntos A= (1,1,1),B=(0,2,1)yC=(0,0,-1).
b. Escribe la ecuacitn de la recta, en todas sus formas, que pasaporP=(1,1,1)y0=(2,2,

0)

VER VIDEO https://youtu.be/9UyOLenoKaM
A_):(l'l'l) x—1 y-1 z—-1

Plano m:<{ AB = (—1,1,0) -1 -1 1 0 |=0-x+y—2z—-1=0
AC=(-1,-1,-2) -1 -1 -2

0 =(0,0,0)

z
Rectar:{nn:Vr: (1‘1'_1)—>x=y:_—1

Hallamos el vector PQ= Haciendo Q — P = @,1,-1)

Hallamos recta que pasa por Py tiene como vector director PQ.
Vectorial: (x,y,z)=(1,1,1)+t.(1,1,-1)

x=1+t
Paramétricas: jy = 1+t
z=1-t
) x—1 y—-1 z-1
Continua: = =

1 1 -1
General o implicita. Operando en la continua:

CARLOS ALCOVER GARAU. LICENCLADO EX CIENCLAS QUMICAS (1.LB) Y DIPLOMADO EN TECOLOGEA DE ALIMENTOS (LAT.L).



https://youtu.be/6v2kkHP7HvI
https://youtu.be/9UyOLenoKaM

ACADEMIA ALCOVER. PALMA DE MALLORCA

1 :T—)X—lzy—l—)x—yz {X—yz
-1 z-1 —z=
YT=Z_1 —)y—l:z—l—)y—zzo y z
13. a. Escribe la ecuacidn del plano que pasa por el punto P = (2, 2, 3) y contiene a la recta

rixyz)=(23)+t(01-2).
b. Escribe la ecuacidn del plano que contiene a las rectas r y s:
rixy.z2)=(1,23)+t(01-2)
Xx y—-1 =z
, 3772 To
VER VIDEO https://youtu.be/0sz7RjYRu98

pasaporP = (2,2,3)
pasapor Q = (1,2,3)
tiene por vector v = (0,1, —2)

Buscamos el plano &t .
contienear

Punto P=(2, 2, 3)

Vectores: PS =(=1,0,0)
v=1(01,-2)

T (X, y,2)=(2,2,3)+t(0, 1, =2) +s(—1, 0, 0)

pasapor Q = (1,2,3)
tiene por vector v = (0,1, —2)
pasa por P = (0,1,0)
tiene por vector u = (3,2,0)

contiene a r{
Buscamos el plano &t
contiene a s {

Operando m: 4x —6y —3z+17=0

14. Hallar |a ecuacidn general del plano que pasa por el punto (- 1, 2, 0) y contiene a la recta r
interseccitn de los planos x +y -z +1=0y 2x+y+3z-2=10.
VER VIDEO https://youtu.be/tsXvMZLrfik

= 3-4t
(x+y—-z+1=0 (x+y=z1 o X_
If'{2x+y+3z—2=0'{2x+y=2-32’)(_3'42'3'_'4'*'52 Y—;4+5t-
7 =

Un punto de r es P (3, - 4, 0) y un vector director es v = (—4,5,1)
Pasa por Q (-1,2,0)

El plano buscado = { Pasa por P (3,-4,0) -

Tiene como vector director vV = (—4,5,1)
Pasa por (-1,2,0)

PQ = (—4,6,0)

V = (—4,5,1)
T 3x+2y+2z-1=0

sus vectores son {
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3. LOS EJES Y PLANOS DE COORDENADAS.
VER VIDEO https://youtu.be/Z-iMuKgshK8

y4

Plano YZ—x=0

Plano XZ—y =10

Plano XY—z=0
X

PLANOS DE COORDENADAS.

(VECTORIAL. (x,y.z) = (0,0,0) +t-(1,0,0) +s - (0,1,0)
x=t
XY — { PARAMETRICAS. iy =s
z=20

\GENERAL.z = 0

(VECTORIAL. (x,y.z) = (0,0,0) +t-(1,0,0) + s - (0,0,1)
X=t
XZ — { PARAMETRICAS. {y =0
Z =S

\GENERAL.y =0

(VECTORIAL. (x,y.z) = (0,0,0) +t-(0,1,0) +s- (0,0,1)
x=0
YZ - ¢ PARAMETRICAS.{y =t
Z=S5

\GENERAL.x = 0

EJES DE COORDENADAS.

( VECTORIAL. (x,y,z) = (0,0,0) +t- (1,0,0)
X=t

PARAMETRICAS.{y =0

EJE X - { z=

CONTINUA. > =Y =2
10 0
y=0

| GENERAL. {Z o
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( VECTORIAL. (x,y,z) = (0,0,0) + t- (0,1,0)
x=0
PARAMETRICAS.{y =1

EJEY > { z=

CONTINUA.~ =¥
01 0
x=0

| GENERAL. {Z o

( VECTORIAL. (x,y,z) = (0,0,0) + t- (0,0,1)
x=0
PARAMETRICAS. {y =0

EJEZ — { z=

X
CONTINUA. 0=

GENERAL.{X
L y

1a. a. Dada la recta r, calcular los puntos de corte de r con los planos cartesianos (de
coordenadas).

x—-1 'y y/

T2 T3T
x=t

b. Hallar los puntos de corte de la recta {y = 2 + t y los planos de coordenadas.
z=t+1

VER VIDEO https://youtu.be/vCBKunBK8c0

Plano XY: (1, 0, 0), plano XZ: (1,0, 0) y plano YZ: (0,-3/2,1/2)

Xx=t
PlanoXY - z=0-{ y=2+t }*(—1,1,0)
z=t+1,siz=0->t=-1

X=t
PlanoXZ - y=0->y=2+4+tsiy=0->t= -2 + > (—=2,0,—1)
z=t+1

x=tsix=0->t=0
PlanoYZ - x=0-{y=2+t » — (0,2,1)
z=t+1

|6. Hallar los puntos de corte del plano x + 2y + 3z = B y los ejes de coordenadas.
VER VIDEO https://youtu.be/Zg28VeDT6zU

EJE X{Z - 8 - (6,0,0); EJE Y{’Z‘ - 8 - (0,3,0); EJE zg _ g - (0,0,2)
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4. PROYECCIONES Y PUNTO SIMETRICO

a. PUNTO - PLANO

17. Calcule la ecuacidn general del plano que pasa por los puntos A, By C, siendo:
A: El simétrico del punto P (1, 2, 3) respecto al plano x = z.
B: La proyeccitn ortogonal del punto O (2, 1, 3) respecto al plano Z = 0.
C: Origen de coordenadas.

VER VIDEO https://youtu.be/3U4vd2m7ptl

Hallamos M, la proyeccion de P sobre , que es el punto del plano mas préximo a P.
e P

Pasa por P (1,2,3) x=1+t
Hallamos la recta r: : — Ty = 2
Perpendicular am; n; = v, = (1,0,—1) =3t

El punto M es lainterseccionderym.—» 1+t—3+t=0->t=1
M= (2,2,2)

P+ A (1,2,3) + (x,y,2)

M= - (222) = 5 -A=(321)
La proyeccion ortogonal (perpendicular) de (2,1,3) sobrez=0es B =(2,1,0)
C =(0,0,0)

Plano A, B, C {ﬁ =(3,21) (x,y,z) = (0,0,0) + «(3,2,1) + B(2,1,0); x -2y +z=0
CB = (2,1,0)

18. Dados el punto A (1,1,1) el plano m: x +y + 3z =6

a. Calcula el punto del plano mas praximo a P.

b. Calcula el punto simétrico de P respecto al plano.
VER VIDEO https://youtu.be/C90rEWdokmQ

Hallamos M, la proyeccion de P sobre m, que es el punto del plano mas préximo a P.
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e P

Pasa por P x=1+t
Hallamos la rectar: { : —_ — Ty =141t
Perpendicular am; n; = v, = (1,1,3) Y =14 3t

1

El punto M es la interseccionderym.— 1+t+1+t+ 3(1+3t)=6—>t=ﬁ
_(12 12 14)
11711711

P+ P (12 12 14) (1,1,1) + (x,v,2) , (13 13 17)
= e = - =|— — —

2 11’11’11 2 11’11’11

b. PUNTO - RECTA

20. Dado el punto A (- 3,1, - 7) y la rectar.
y—-3 z+1

2 2

x+1=

a. Hallar el punto de r mas proximo a A.
b. Hallar el simétrico de A respecto de r.
VER VIDEO https://youtu.be/TINLfzZOHkKxA

-
1. Hallamos el plano que contiene a P y es perpendicular ar.

Pasa por (—3,1,—7) Xx+2y+2z+D=0
{lar—w—;zm’z(1,2,2)_’{—3+2.1+2.(—7)+D=0—>D=15
TX+2y+22+15=0

2. Hallamos el punto M.

x=—-1+4+t —14+t+2@B+2t)+2(-1+2t)+15=0
r:iy =3+ 2t . —14+t+6+4t—2+4t+15=0
z=—-1+2t —18
mx+2y+2z+15=0 t:T:_ZﬁM:(_B'_l'_S)
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=)

3. Hallamos P’

(—3 +X
5 =-3->x=-3
P+ P’ -3,1,-7)+ (x,y,z 1
2 2 2
—7+z
\ ) =—5_)2=_3

P'=(-3,-3,-3)

c. RECTA - PLANO

22. Proyectar larectar:(x, y, z) = (1, 7, 0) + t(2, - 3, 0) sobre el plano a: 2y - 3z =1
VER VIDEO https://youtu.be/VUbIxdOKiHM

Basta hallar el plano  que contiene ar y es perpendicular a
R = punto de = (1,7,0)

. -1 -7 z
contienear{y . . X y
perpendicular a a —» n, = ug = (0,2, —3) 0 2 -3

B:9x+6y+4z-51=0
2y—3z=1

La proyeccion es la recta {9x +6y+4z—51=0

4. POSICIONES RELATIVAS.

a. PLANO - PLANO.

Ax+By+Cz+D=0
A’x+By+Cz+D’ =0

. . _(A B C « (A B C D
Estudiamos las matrices A = (A’ B C’) y A*= (A’ B D’)'
Sirango de A =2 =rango A* —Los plano se cortan en una recta.
Sirango de A =1y rango de A* =2 — Los planos son paralelos.

Sirango de A =1 =rango A* —Los plano coinciden.

23. Estudia la posician relativa de los siguientes planos segiin los valores de k. Hallar la ecuacian
continua de la recta de interseccidn de los planos en el caso k = - |

a: (k-2)x+y+(2k+0)z=1yB: 2x+ (k-N)y-z=0

VER VIDEO https://youtu.be/gPuzAbWI040

- * _ k—2 1 2k+1 *
SeanlasmatrlcesAyA.A—( ) k-1 1 )yA =
(k—z 1 2k+1 1)

2 k—1 -1 0
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5% L JFK-sk=0k=0yk=3
Sik # 0y k #3, rango de A =rango A" = 2. Los planos se cortan en una recta.

_(—2 1 1
A—(2 _1 _1).ElrangodeAesl.

Sik=0 . Los planos son paralelos.

. (-2 1 1 1 .
A—(2 1 21 0).ElrangodeAesZ
Sik=3 {A = (; ; _71) .El rango de A es 2. Coincide con el de la ampliada. Se
cortan en una recta.
=1 1 2
1 5
S . —3X+y—Z=1 y=-+=t . _y—g_Z+§
Sik=-1r: {2x—2y—z—0' 3234 ylacontmua——T —2
=—=—=t
“T7373

b. RECTA - PLANO.

Si la recta esta en paramétricas y el plano en implicita.

24, a. Estudia la posicidn relativa de la recta r:(x, y, z) = (1, 2, -3) + t(0, 2, 3) y el plano
m2x+hy+z-7=0.

b.- Estudia la posicidn relativa de la recta r:(x, y, ) = (1, 2, -3) + t(0, 2, 3) y el plano
m2x-ay+2z-7=10

c.- Estudia la posicidn relativa de la recta r:(x, y, z) = (1, 2, -3) + t(0, 2, 3) y el plano
m2x-ay+2z+4=10
VER VIDEO https://youtu.be/5qg3WrXhhS8

a

x=1
r: {y = 2+ 2t . Sustituimos enel plano. 2.1 +4.(2+2t) + (-3+5t) - 7=0

z=-3+5t
De donde t = 0 — el plano y la recta se cortan en un punto. Sustituyendo lat=0en la
recta hallaremos el punto. P = (1, 2, - 3)

b

x=1
r: {y = 2 + 2t . Sustituimos en el plano. 2.1 -5.(2+2t) +2 (-3 +5t) - 7=0.

z=—-3+5t
2—-10-10t-6+10t—7=0 —” La t desaparece” - 21 =0 — ecuacion incompatible

— larecta y el plano son paralelos.

C

x=1
r: {y = 2 + 2t . Sustituyo en el plano. 2.1 - 5.(2 + 2t) + 2 (-3 + 5t) +14 = 0.

z=—-3+5t
2—-10-10t—- 6+ 10t +14 = 0 —” La t desaparece” 0 = 0 — ecuacion compatible

indeterminada — la recta esta contenida en el plano.
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23. Determinar la posicidn relativa del plano x + y + z =1y |a recta r. Calcula |a proyeccidn ortogonal

de la recta sobre el plano.
z—1

-2

rx—1=y-1-=
VER VIDEO https://youtu.be/ IEFSKG-hNA

rrx—1 =y-—- 1 ==—t:3?"9 y =1+t
z=1-2t
1+t+1+4+t+1-2t=1-3=1Ecuaciéon incompatible, paralelos.

7z —1 {X=1+t

Para la proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano, buscamos el plano que
contiene a larectay es perpendicular al plano.

. P. =P, =(1,1,1) x—1 y—1 z—1
Contie ear{i, L , y
™ nhen vi=vy=(1,1,-2) =] 1 1 2 1=0
Es perpendicular am; n,, = v7; v = (1,1,1) 1 1 1

mT=x—-y=0
xty+z=1

La proyeccion es {x —y=0

2B. Se considera al plano que contiene al punto P (3, 1, 2) y |a recta r de ecuacitn:
x—-2 y z+1
"3 T2
Estudia la posicidn relativa de este plano y la recta s: (x, y, z) = (0,1, 0) + (1, 2, - 3). Halla, si existe, el
punto de interseccidn.

VER VIDEO https://youtu.be/GjUEJR3ZD-c

contienea P (3, 1, 2)
contieneaQ (2,0,-1) LT

tiene como vector vV = (—3,2,4)

El plano = . {
contiene ar.

x—3 y—1 z-2
-3 2 4 |=0.
-1 -1 -3
m:2x+13y—-52-9=0
Xx=t
Para estudiar la posicion relativa del plano my de larecta s {y = 1 + 2t sustituimos las
z = —3t

ecuaciones parameétricas de la recta en el plano 2t + 13.(1 + 2t) - 5.(- 3t) -9 = 0.
t= ;—:. El plano y la recta se cortan. Sustituyendo t en las paramétricas de la recta

-4 35 12
obtendremos el punto. Pcorte= (E'E'E)
Si la posicién depende de un parametro, mejor escribir la recta y el plano en
implicita.
Sirango A =3 =rango A* — se cortan en un punto.
Sirango A =2y rango A*= 3 — son paralelos.
Sirango A =2 =rango A* — la recta esta contenida en el plano.
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Xx+ky+3z=6
2x—-y—-z=0
VER VIDEO https://youtu.be/zwl8qBA8LyY

27. Estudiar la posicidn relativa de la recta r: { yelplanomx-2y-z=-2

1 k 3

A=<2 -1 —1>|A|:-10+k20—>k=10.
1 -2 -1

Si k distinto de 10 — rango A =3 =rango A* — se cortan en un punto. Punto que

podemos hallar por Cramer.

1 10 3
A=[2 -1 —-1]- RangodeAes?2.
1 -2 -1

Sitk=10 1 10 3 6 1 10 6 — son
A=(2 -1 -1 0 |—|2 -1 O0|#0—-rangoA'es3
1 -2 -1 -2 1 -2 -2

paralelos.

c. TRES PLANOS

Tomamos las ecuaciones implicitas de los tres planos y estudiamos el sistema.
Si rango de A =3 =rango A*— se cortan en un punto.
Sirango de A =2y rango A*=3
Si A no tiene filas proporcionales. Forman un prisma
Si A tiene dos filas proporcionales. Dos son paralelos y el tercero los
corta a ambos.
Sirango de A =2 =rango A*
Si A no tiene filas proporcionales. Se cortan los tres planos en una recta.
Si A tiene filas proporcionales. Dos coinciden y el tercero los corta.
Sirango de A =1y rango de A*=2
Si A* no tiene filas proporcionales. Los tres planos son paralelos.
Si A* tiene filas proporcionales. Dos coinciden y el tercero es paralelo a
los otros dos.
Si rango A =rango A*. Los tres planos coinciden.

28. Halla los valores del parémetro k para que los tres planos tengan una recta en comin. Halla
también el vector de direccidn de esa recta.

x+y+kz=1
{kx+y+z=1
2x+y+z=Kk

VER VIDEO https://youtu.be/h7Yc3RNNee8

29. Estudia la posician relativa de los planos siguientes segin los valores de m.
x+y=1
{my +z=0
x+(1+myy+mz=m+1
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ﬂ | VER VIDEO https://youtuwbe/HOQsCtfZ4ls

1 1 0 _
A=<O m 1>—>|A|=m2—m=0—>{m:(1)

1 1+m m m=

mSim=# 0y m=#1,|A|# 0 — rango de A =rango A* =3 — Los planos se
cortan en un punto.

mSim=0.

110N,
A=(0 0 1)-|7 7|#0ylAl=0-rangodeA =2
110 91

1 1 0 1
A*=|l0 0 1 0|—>F;, =F, >rangodeA" =2
110 1 _
La matriz A tiene dos filas proporcionales — Dos coinciden y el tercero los corta.
mSim=1.

1 1 0 1 0
A={0 1 1 —>|1 1|:at0y|A|=0—>rangodeA=2

1 2 1
1 1 0 1 1 0 1

A=10 1 1 0]—-|1 1 0|#0->rangodeA" =3
1 2 1 2 2 1 2

La matriz A no tiene filas proporcionales. — Forman un prisma

d. DOS RECTAS.

e Si las dos rectas estan escritas en implicita.

Si rango de A*=4 — Se cruzan.

Si rango de A =3 y rango de A*=3 — Se cortan en un punto.
Si rango de A =2 y rango de A* =3 — Son paralelas.

Si rango de A =2 =rango A* — Son coincidentes.

30. Estudia la posicidn relativa de las rectas ry s.
(x+y+z=3 (3x—2y—3z=-2
'{2x—3y—z= -2 {x—2y+3z =2

VER VIDEO https://youtu.be/e3VLyKMy ik

Tomando juntas las cuatro ecuaciones tenemos:

1 1 1
2 -3 —1|.;1 1 1
A=|3 :2 _3 ;|2 _3|¢0—>rangodeA22; 2 -3 —-1|#0-
1 -2 3 3 =2 -3
— rango de A = 3.
1 1 1 3 1 1 1 3 1 0 0 0
a=[2 -3 -1 =2} g2 3 -1 —2/_|2 -5 -3 -8
3 =2 =3 =2/ 3 -2 -3 =2 3 -5 -6 -11
1 -2 3 2 1 -2 3 2 1 -3 2 -1
-5 -3 -8
=|-5 —6 —11|=0.—rangode A" =3.
-3 2 -1
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Las dos rectas se cortan en un punto.

4+ kv =3 x=1+a
31. Estudia la posicitn relativa de las rectas r{X " Y ~ S|y =—«a
2x—-z=1 7= —4—a
VER VIDEO https://youtu.be/c2 hWKrnGwY
PrPs T
e Otra forma. Tomamos lamatrizM=| yr |yN= (VE)
e s
Vs

Si [M] # 0 las rectas se cruzan.

( Rango M = 2 = Rango de N — se cortan
Vr Vs no proporcionales — se cortan
Rango M = 2; Rango de N = 1 — paralelas

{ Vr Vs proporcionales S paralelas

Si [M| =0 las rectas son coplanarias.{ }— — )
Vry PrPs no proporcionales

Rango M = 1 = Rango de N = coincidentes

— coincidentes

{ Vr Vs proporcionales
\

vr y PrPs proporcionales
En rojo y en negro dos formas distintas de estudiar la posicion relativa.

32. Estudiar la posicicn relativa de las rectas, segdn los valores del pardmetro k,
y+1 z X y—2

= — y S: =
) 2k-1 2° " k+1 -1
VER VIDEO https://youtu.be/6t5fAQcy-cY

=z+2

rrx—k=

P=(k-1,0)yv=(1,2k-1,2)
Ps=(0,2,-2)yvo=(k+1,-1,1)

—

PP -k 3 -2

M= \7; = 1 2k—1 2 ].Resolviendo el determinante de M e
k+1 -1 1

Ve
S
igualandolo a cero se obtienek=-3 yk = _71

Sik#-3yk# _71, el [M| # 0, las rectas se cruzan.

3 3 =2
Sik=-3; M= ( 1 -7 2 ), |[M| = 0y los vectores no son proporcionales. Se
-2 -1 1

cortan.
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- 3 -2
Sik= _71; M=|1 -2 2 | |M|=0ylosvectores son proporcionales, pero no
1
- =1 1
2

las dos primeras filas. Son paralelas.

33. Compraobar que las rectes r y s se cortan en un punto. Halla también la ecuacidn general del plano
que determinan. r: (x,y.z) = (3,- 4.0) + a(2-3.-2) y s: (x.y.z) = (-7.1.2) + b(4,-1,0)
VER VIDEO https://youtu.be/mpDSXgC-4j0

Observando los vectores directores vemos que las rectas o se cortan o se cruzan.

—
F.Ps 10 -5 =2

Pues, no son paralelas. M=| ¢ |=| 2 -3 -2/.|M|=0 —Lasrectasse
> 4 -1 0

S

cortan.
Buscamos la ecuacion general del plano o que determinan.

contiene a P, = (3,—4,0)

a {Vr’ =(2,-3,-2)
sus vectores

V—S>=(4‘1_110)
x—3 y+4 1z
a| 2 -3 =2[=0.a:x+4y-5z2+13=0
4 -1 0

@ Otra forma, si estan en paramétricas:

*Si los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o
coincidentes. Igualando las ecuaciones tenemos un sistema de tres ecuaciones con
dos incégnitas. Si el sistema es incompatible las rectas son paralelas, si no son
coincidentes.

*Si los vectores no son proporcionales, las rectas se cruzan o se
cortan. Igualando las ecuaciones tenemos un sistema de tres ecuaciones con dos
incognitas. Si el sistema es compatible determinado las rectas se cortan, si no se
cruzan.

xty=3 x=1+a
34. Dadas las rectas: Y= siy = —a
2x—z=1 _
z=-4-«a

a. Calcula la ecuacidn vectorial de la recta r

b. Calcula la posicidn relativa de las rectas r y s.

c. Calcula la ecuacidn general del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,-1)

d. Calcula la ecuacidn general del plano paralelo a la recta r que contiene la recta s.
VER VIDEO https://youtu.be/9X2nWItiHbE

39. Demuestra que las rectas ry s se cortan y halla el punto de corte.

X —2 y_3 x=1-1t
r: =———=127ySs:jy =2t
-3 5
Z=25
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“ | VER VIDEO https://youtu.be/dNs]IxK8OmE

x=2-—3a
sy e

= 1—t 3-I_-§a=2t - t=14—>(—13,28,5)
S:{y=2t a=

z=25

del plano que determinan.
x+1 y+k z-1 _y+3 z-Kk
P =Ty = ysix= =

2 3
VER VIDEO https://youtu.be/jo 0YIMZ--w

36. Sabemos que las rectas siguientes se cortan en un punto. Hallar el valor de k y la ecuacicn general

P=(-1,-k 1), 7, = (2,3,-2), Ps= (0, - 3, k) y v, = (1,2,3). Las rectas no son
paralelas pues sus vectores no son proporcionales. Se cortan o se cruzan.

—_—
PrPs 1 k—=3 k-1 26
M= v, |=(2 3 ~2 | IM[=36-7k=0,k=="
‘7; 1 2 3
: 36
ContienePr = (-1,7,1) x+1 y=2 z2-1
7
El plano x: v, =(23-2)"| 2 3 -2

tiene como vectores
{\7: =(1,2,3) 1 2 3

91x —-56y + 72-204=0

) 36
Sik # —-se cruzan.

) 36
Sik = — se cortan.

las rectas: r:x=2y=z-1s:3x=2y-2=Hbz
VER VIDEO https://youtu.be/Ksllyg0XeA8

37. Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a

P. =(0,0,1)
1
v, = (1,5, 1) - (2,1,2)

l:)S = (0I1I0)

- (111) 231
=]|l— - —] >
Vs 3'2'% (2,3,1)

B

3
s:3x=2y—2=6z-> y=1+

B

6
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( X Z
P 0,00)»-=+=-
asa por ( )—>a b=
PtPr O 0 1
cortaar—> [y |=0-]a b c¢|=0—»a—-2b=0—-a=2b
Recta t: { v 2 1 2
PP 0 10 .
cortaas—>|v;[=0—-]a b ¢c|=0—-a—-2c=0-»c=5=b
— 2
\ Ve 2 31
Xy z x =2t
vi = (2b,b,b) - (2,1,1) - Larecta es:E =7= I_) y=t
z=t

6. DISTANCIAS.

a. DISTANCIA PUNTO - PUNTO.

La distancia de A a B es el médulo del vector AB

38.  a.Calcular la distancia entre los puntos A (1,0, 3) yB (2, - 1, 2).
b. Hallar k para que la distanciade P (k,1,0)aQ (2, -1,- 2) sea 3 u.
VER VIDEO https://youtu.be/6RS8YVLLnU8

Distanciade AaB = |XB1 =1(1,-1,-1)| =+V3u.

39. Determinar los puntos A, B y C de la recta r que estén en los planos de coordenadas y determinar
cuél de los tres puntos, A, B o C, esta situado entre los otros dos.

+ 6 Z— 6
r:x—12=y =

2 3
VER VIDEO https://youtu.be/Iu0R8u3Auro
( 0—-6
Xx—12 = ——->x=10
plano XY(z = 0) 6 0-6
A(10,—10.0) > = 3 -y= —10
0
y+6 z-6 x—12 = - x=15
rx—12 = > =3 { plano XZ(y = 0) 6 0+ 6
B(15,0,15) 3 = > —-»z=15
y+ 6
0—-12 = > Y= —30
plano YZ(x = 0) . 6
\ €(0,—30,—30) 0—12 = 3 —z=-30

|AB| = (5,10,15)| = 5V14 = 18,7
|E| =1(—10,—20,—30)| = 10V14 = 37,42 — By C son los extremos.

|BC| = 1(~15,-30,—45)| = 15V14 = 56,12
A se encuentra entre ellos
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40. Hallar un punto de la recta r: x = y = z que esté a distancia 3 del origen.
VER VIDEO https://youtu.be/ FOQKIETLMs

Si nos preguntan hallar un punto que pertenece a una recta hacemos punto
genérico.

X =t

Punto genérico de r: paramétricas de r:{y =t — punto genericoR = (t, t, t)
Zz=t

Distancia de (t,t,t)a (0,0,0) =3 — |@| =3->Vt2+t2+t2=3-3t2=9->

(V3. V3,V3)

— t = +v/3 - los puntos son{
(=3, -3, —3)

4. Hallar los puntos de la recta (x, y, z) = (1,1, 2) + t(2, 2, 1) que equidistande A (1, 2, 3) y B (3, 2, 1).
VER VIDEO https://youtu.be/bAoslbvbozI

Punto (3, 3, 3)

b. DISTANCIA PUNTO - PLANO.

Férmula de la distancia del punto P (a,b,c) al planom=Ax + By + Cz + D = 0
Aa+Bb+Cc+D
d(P,n) =

VA? + B2 + (2

42.  a.Calcular la distancia del punto A (2, 3, 4) al planon=x+ 3y - 2z=10
b. Hallar k para que el punta (I, 1, 1) diste 3 u. del planox -y - z= k.
VER VIDEO https://youtu.be/45fi]Bgj4L8

1.2+3.3-24
V124324 (-2)2
k=-1-3V3yk=3V3-1

3
u.
V14

d(A,m) =

43. Hallar los puntos de la rectar: (x, y, z) = (I, 2, 4) + t.(2, -1, 3) que disten 4 unidades del plano
T=x+y+2z=|,
VER VIDEO https://youtu.be/xezDokYxEDA

Si nos preguntan hallar un punto que pertenece a una recta hacemos punto
genérico.

x=1+2t
Punto genérico de r: paramétricas de r:{y = 2 —t - punto generico
z=4+3t
R(1+2t2—t 4+ 3t)
(7t+10 = 4V6
46 — 10
14+2t+2—t+2.(4+30) -1 |7t+10 t=—F
dRam) = - | | =44
Vi+1+4 V6 7t+ 10 = —4V6
_ —4/6-10
(t= 7
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Sustituyendo t en R tendriamos los dos puntos

44, Determine el plano  de ecuacidn de kx - (1 + k) y + 2Z - 1 = 0 tal que la distancia entre v y el punto
(-1,0,1) seaigual a 1.
VER VIDEO https://youtu.be/TaGEafOHLcs

Aplicando la formula de distancia de un punto a un plano:

-k+2-1
D[(-1,01) kx — (1+Ky + 2z — 1 = 0] = 1; | L _
Jk2 4+ (1 +Kk)Z + 22

= 1; elevando al cuadrado, 1 - 2k + k? = 2k? + 2k + 5,

|1—K|

vV2k? +2k+ 5
k?+ 4k + 4 = 0;de dondek =-2.

m-2X+y+2z-1=0

43, Determine los puntos de |a recta r que equidistan los planos o: 3x + 4y =1y B: 4x - 3z =1
x=1 y+1 z+2

r.
2 3 2
VER VIDEO https://voutu.be/3WgrEMF3xD0

Si me preguntan hallar un punto que pertenece a una recta hacemos punto
genérico.
SeaP=(1+2t-1+3t,-2+2t) el punto genérico der. Distanciade Paa =
distancia de P a B.:

3.(1+2t)+4.(—1+3t)—1| |4.(1+2t)—3.(—2+2t)—1 I

5 5
18t—2=9+ 2t - t = - (19 17’_5)
— e - = — 5 -
_ 16 8’16 8
- |18t—2| =9 + 2t| - N P 77 (3 —41 —27)
—_ = —9 - b d - - TA’ An A4+
20 10" 20 " 10

4B. Hallar la ecuacitn implicita (o general) del plano que contiene la recta (x,y,z) = (12, - 1) +t (- 1,1,
2) y es paralela a la recta que pasa por los puntos a = (0,1, 2) y b = (1, - 1.1). Calcule la distancia desde
el origen de coordenadas hasta este plano.

VER VIDEO https://youtu.be/LXKkFFZsvv8U

P.=P, =(12,-1)

contienear {__.. _. x—1 y—2 z+1
T Ve=V,=(-112) ;| -1 1 2 |=0;3x+y+z=4
AB=(1,-2,-1) =T, 1 -2 -1
d(na(OOO))—| — |— *
o Vo+1+1 V11

47. Calcule los puntos de la recta r que estan la distancia | del plano .

x+2 Yy z _ tv4z=0
, 3 1 e XxTyTz=
VER VIDEO https://youtu.be/RFvTM4HuGsY

r=
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Punto genérico de larecta: Q = (- 2 + 3t, - t, 2t).
—2+3t—t+2t| _ |4t—2

Distanciade Qam = =1-4t—2| =3

V3 V3
(4t —2 =+/3
t_\/§+2
- < 4
4t—2 = —3
—V/3 +2
Lt= 4

Sustituyendo la t en Q obtenemos los puntos buscados.

48. Demostrar que el punto A = (-1,1,0) no es coplanario con los punts B = (0,0,0), C=(0,1,0)yD =
(1.2.1) . Calcular la distancia de A al plano determinado por B,Cy D .
VER VIDEO https://youtu.be/3-wnuPezAlc

AB
Si [AC

AD
0.

{ = 0 — coplanarios

.. Son no coplanarios. La ecuacion del plano es x-z =
# 0 — no coplanarios

V2

La distancia es 7u.

b. DISTANCIA PLANO - PLANO.

Si los planos se cortan en una recta o son coincidentes la distancia entre ellos es 0.
Si los planos son paralelos tomamos un punto de uno de los planos y hacemos
distancia punto plano.

4, Dado el plano m: kx + 2y - 3z =t, hallar k y t sabiendo que el plano dado dista 3 unidades del plano n":
2x+hy-Bz+2=10
VER VIDEO https://youtu.be/xM7PhjjOD40

Si la distancia entre los planos es 3 unidades significa que son paralelos. Por tanto,
N \\n.

k 2 -3 k=1

—_=—_—= — = .

2 4 -6

x=0
. )y=0 1
Hallamos un punto de ’: < 1” P = (0,0,5)

>~ 3
—1-—t
DistanciadePam = 3 —» —| =3->|-1—-t| =3V14
Vv1+4+9 | |
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=)

—1-t=3V14
t=—1-3V14
—1—-t=-3V14
t=—1+3V14

—_

c. DISTANCIA PLANO - RECTA.

Si el plano y la recta se cortan o la recta esta contenida en el plano la distancia es 0.
Si son paralelos, tomamos un punto de la recta y hacemos distancia punto plano.

al. Hallar la distancia de la recta r al plano .

x=1+t
a)r:{y:t ymx+2y+3z=6
z=1-t
br:(xy.2)=(0.1,2) +t(l, ], —2) ym2x-y+z=2
VER VIDEO https://youtu.be/EXnNjgo098Y

a) Estudiamos la posiciéon de r y m.
1+t+2t+3-3t=6 —>latdesaparecey queda 3 = 6 (incompatible). El plano y la
recta son paralelos.
Un punto delarectaP=(1,0,1).
1+3-6

Vita+9l +ia

b) Estudiamos la posiciéon der y m.
2t-1-t+2-2t=2—>t=1 - secortan en un punto. La distancia es 0.

unidades.

DistanciadePam = |

al. Determina m para que la recta r sea paralela a v. Calcular |a distancia entre ellos.
X y+1 z+3

r—=——

-1 m 3
VER VIDEO https://youtu.be/716d2X9UUYI

; X+y—z2=5

a. Si el plano es paralelo a la recta, el vector normal del plano es
perpendicular al vector director de la recta.
Vi =0-(-1,m3)-(1,1,-1)=-1+m-3=0-m=4

b. La distancia recta plano es la distancia de un punto de la recta al plano.

3
d(r,m) = d(R,m) = d(R(0,-1,-3),x+y—z—5=0) = —=+/3u
V3
x=0
aZ. Hallar k sabiendo que la distanciade r:{y =k + t alplanom:y+z=0es 2.
z=1-t

VER VIDEO https://youtu.be/Rwp8Av_urOA

Puntoder:R=(0,k, 1)
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( k+1_2
7% =
k+1 k+1 k=2V2-1
DistanciadeR ames2 — |— =2—>|— =2 -4
V2 V2 k+1_
V2
k= —2v2 -1

d. DISTANCIA PUNTO - RECTA.

Sea el punto P y la recta r. Tomamos un punto Q de la recta y un vector director de
larecta v,

Tk
QP
Vi

vl

DistanciadePar =

x=1

ad.  a.Hallar ladistanciade A=(2,2,-1)a r:{ _
y=2

b. Hallar a para que la distancia de la recta r al punto P= (0,0, - 1) sea 2.
X_y-a_z
, 2771 7o
VER VIDEO https://youtu.be/Xcrcm-y2QnM

renparamétricasr{xzé _){leto der: (1,2,0)
Ny = — _
z=t vy =(0,0,1)
I 7 kK
-1 0 1
0 0 1l (0,10
d(a,r) = _ _ 1
(ar) n -
.{Q=(0,a,0)
vy =(2,-1,0)
T ]k
0 a 1
10 1(1,2,2a))|
dP,r) =2; ———— 1 =2, =" — 9. 1+ 4 + 422 = 2v/5;5 + 4a? = 20
VAa+1 NG
_)
15
- = JR—
N

| 4. Calcular el drea del cuadrado que tiene un lado sobre la recta r y uno de sus vértices es
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P=(00-1)r =Y 1 2
= 00-Dra=""7"=9
VER VIDEO https://youtu.be/NEjP751]Mu0

El lado del cuadrado serala distanciade P ar.

_{Q =(0,1,0)
. W = (2' _1'0)
i 7 K
0 1 1
AP 2 -1 0 [(1,2,2)] V1+4+4 3
’r = = = = —;
Vi+1 V5 V5 V5
El 4rea del cuadrado es guz.

9. Sean los puntos A = (1,1,0) i B = (0,1,2). Determinar el punto C sobre la recta (x,y,z) = (0,1.1) + t(1,0,1)

situado a distancia 2+/2de la recta que pasa por Ay B.
VER VIDEO https://youtu.be/ZB5Xlssr]8k

El punto genérico de larectadadaes C=(t, 1, 1+t).

ryk ik
QP t—1 0 1+t
VaAB -1 0 2 0,1—3t0 1-3t
DistanciadePar = ﬁ = =|( )|=| |
[Vag| V5 V5 V5
= 2v2.
1+ 2v10 ) )
Por tanto t = B — sustituyendo en C hallaras los puntos.

e. DISTANCIA RECTA - RECTA.

Si las rectas se cortan o coinciden la distancia es 0.
Si las rectas son paralelas hacemos distancia de un punto de una recta a la otra.
Si las rectas se cruzan:

Distanciaderas = |-—=——=;|;ResunpuntoderySdes

a6. Calcular la distanciader as.
r.{z-|-y:5 S'{ZX—ZZB
) z=4 Y3ly=0
VER VIDEO https://youtu.be/2aaNmYMmpQQ
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X=t _
r.{Z-I_y_ 5 _){y= 1_){1:)1” - (Ol1!4)

z=4 2= 4 vi = (1,0,0)
N {ZX_— z=73 N {y —0 N {P:= (0,0,-3)
y=0 S —2q—13 \(Vs=(102)

Aplicando la féormula de la distancia entre dos rectas.
PRIl jjo -1 -7
Vr 1 0 0
Vs 1 0 2 2 2

d(r, S) === = — =—=1u

| [wexvsl| 1(0,~2,0)] ~ 2

= =y
o O —
N O R

a7. Dadas las rectas ry s:
a. Demostrar que se cruzan.

b. Calcula la distancia entre ellas.

x—1 y z+1 X y—-2 z+1
, BT T3 T Y I T T T2
VER VIDEO https://youtu.be/o0xwk3yr0L4

a.
x—1 'y z+1 (Pr=(10-1)
FT T3 {W=(2,3,—1)
LXoYZZ_rr e = 021
12 —2 W8 =(1,2,-2)
(ﬁ’ (—1 2 0)
M=| v |=(2 3 -1]- M|+ 0- Secruzan.
Vs 1 2 =2
b.
RS -1 2 0
o ‘2 S 10 10
i i — sl |.n_ L1 2 =21 _ _
Distanciaderas = IVrXVSI,D— s = —||(_4,3,1)||—mu.
2 3 -1
1 2 -2

2. Dado un cubo de lado | dm., se considera una de sus diagonales y la diagonal de una de sus caras de
forma que no tengan ningin punto en comin. Calcula la distancia entre las diagonales.
VER VIDEO https://youtu.be/49qUWRXjeYU
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La recta roja es una diagonal del cubo. Une los puntos A (0,0,0) y B (1,1,1).
La recta azul es la diagonal de una de las caras. Une los puntos C (0,1,0) y D (1,0,0)

Basta aplicar la férmula de la distancia entre rectas y nos da: —u.

V6

B0. Hallar a sabiendo que la distanciade rases 2 u.
{X =t X y+1
ryy=a ys:—=_—=z
i z=1+t 2 1
VER VIDEO https://youtu.be/aAZuqzvAdeQ

R=1(0,a,1)

vy =(1,0,1)

S =(0,-1,0)

ve =(2,-1,1)

0 -1—-a -1

Rectar {

Recta s {

Distanciar,s =

—a
=2u.—>|—|=2—>a=i2\/§
V3

7. RECTA PERPENDICULAR COMUN.

b1. Hallar la ecuacidn de la recta que corta perpendicularmente a las rectas = x=y =1z,
s:x=y+1=2z-2
VER VIDEO https://youtu.be/4elgesmaLpM

X2

1
Vo = (1,1,5) 3(2,2,1)

Ojoconlarectas.x=y+ 1=

s —1 S=1(0,-1,1)
1/2
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=)

Punto genérico der: R = (p, p,p) o _
{Pumo senérico des:S = (26,1 + 261 + )} RO = Q=P =142t=p,1+t=p)

R_S)J_v‘r’—>R_S>.v‘r’=O—>2t—p—1+2t—p+1+t—p=0—>5t—3p=0
RS LV, >RS.V;=0—->4t—2p—2+4t—2p+1+t—p=0-9t—5p—1=0

(R— (5 5 5)
5 ~\2'2’2
p=§ 5
Resolviendo el sistema 37 1S = (3,25)
t=5 ESE_(1 -1 0)
T2t 2

La recta que pasa por S y tiene la direccion de RS es larecta perpendicular comtn a
rys, es decir es la recta que corta ary s perpendicularmente.

S=(3,2,§) §=2J_rt
La recta buscada es: . 1 — 2 c
RS =(5.5.0)51-10)) (=3
B2. Se consideran las rectas *=% = Y% — ﬂy ™ _y_z1
3 3 1 3 4 -

a) Demostrar que se cortan.
b) Determinar un vector director de la recta perpendicular comin a las dos rectas. Hallar

dicha recta.
VER VIDED https://youtu.be/pmb-PCI9uZA

(-13,12,3)
8. ANGULOS.
a. ANGULO RECTA - RECTA.
Vi Vg
R [ AATA
B3.  a. Hallar el 4ngulo que forman ry s.
rxyz)=0011)+a-(2,-1,-1) ys:% = Zz;y = ;

b. Hallar a sabiendo que las rectas r y s forman un angulo de 43°.

x=t

r: {y =1 ys:(xy2)=(0102)+a.(-13.a)
z=1-t

VER VIDED https://youtu.be/ScVSGFRYBKL

v; = (1,0,—Dy v5 = (-1,3,a)
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Voo (1,0,—1).(—-1,3,2) | —1-a
COSU = |———| = Bl —
FARA V2.4/10 + a2 V20 + 2a2
elevando al
\/E cuadrado 14+2a+ az 1
: 2 7 2042 2
De donde a = >

b. ANGULO PLANO - PLANO.

—_— —

Ng. N,

CoOS U = |———
Ing|. g

b4. a. Hallar el angulo que forman oz x +y+z=3yB:2x -3y +z=10

b. Hallar a sabiendo que los planos 7y v’ forman un éngulo de 453°.m: 3x + 2y =0y
mix-2y+az=0
VER VIDEO https://youtu.be/Fqf8Htz0odE

N 0o, (3,2,0).(1,—2,2) | ~1
COSA = |—m———7| = = |V
Ingl. Ing| V13.4/5 + a2 V65 + 13a2
elevando al
\/'2 cuadrado 1 1

2 65+13a2 2
De donde a no tiene solucion. Los planos dados no pueden formar un angulo de 30°

c. ANGULO RECTA - PLANO.

V. N

Vel [ng|

cosa = senf} =

B63. Determinar m para que la recta r y el plano v formen un dngulo de 432 y calcular el punto de
interseccidn entre la recta y el plano.
x—1 y+1 z-3
) 0 11
VER VIDEO https://youtu.be/xap0jls4NfM

imx+2y+mz=6

cosa = senp = | en aze = Y2 _|©,1,1).(12,m) :| 24m |
7. Ingl|” 2 | v2v5+m? | Wio+2m?
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VZ\° ( 24+ m )2 1 4+ 4m+ m? 1
— ) =] 5 - =— > m = -
2 V10 + 2m?2 2 10 + 2m?
16 52
Larecta y el plano se cortan en el punto (1,?,?)

BE. Calcula el angulo que forman el plano ABC, A=(1,1.1),.B=(2.1,3).C=(D0,0,3) y el eje X.
VER VIDEO https://youtu.be/uG0I8xhiLsU

pasa por A(1,1,1) x—1 y—-1 z—1
Plano ABC: _ { V=AB=(102) -| 1 0 2
vectores directores - N
U=AC=(-1,-12) -1 -1 2

=0

Plano ABC:2x —4y —z+3 =0 >0 = (2, —4,—1)
Eje X: ¥ = (1,0,0)

—_— —
V. Ny,

sena = |'—mrm——
[vel. [ng/

9. AREA DEL PARALELOGRAMO ABCD Y DEL
TRIANGULO ABC.

- —— —— , 1 —_— —
Areaparalelogramo = ||ABXAC||- Areayisngulo = E“ABXAC”

B7. Del paralelogramo (cuadrilatero que tiene los lados opuestos paralelos) ABCD, se conocen los
vértices consecutivos A(1,0.-1), B(2,1,0) y C(4.3.- 2)

a. Calcula el coseno del &ngulo que forman los vectores AB y AC.

b. Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AC.

c. Calcula las coordenadas del vértice D.

d. Calcula el &rea del paralelogramo ABCD.
VER VIDEO https://youtu.be/qdYxwcUcGyY

B68. Consideramos los puntos A(D; 0; 0), B(I; 1; 0) i C(D; 1; 1): calcula el drea del triangulo que forman los
puntos ABC y determina el angulo que forman los vectores AB y AC
VER VIDEO https://youtu.be/55gubgWvbhl

) 1|7 7 K| 1 V3

Area ABC = — - ==.1(1,-1,1)| = —u?
AB:(1,1,0)} rea 2 (1) 1 (1) 5 ¢ )l =—u
Ac= 01D AB - AC 11

coso = — > o= 60°

|AB| - |AC| V2 -v2 2
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B69. Consideramos la recta r y el plano r. Calcula el érea del triagngulo formado por el punto (A) de corte
entre la recta y el plano, el punto B = (1, - 1, 1) de la recta y el punto (C) proyeccidn ortogonal de este
sobre el plano.

x—1
r: > =y+1=-z+1lymx—-y=0
VER VIDEO https://youtu.be/6julD3mYvsM
Punto A:
x—1 x=14+2t
r——= y+1=-z+1->{y=—-1+¢t;Sustituirx,yyzenm
z=1-t

14+2t+1—-t=0;t=-2->(-3,-3,3)
PuntoB (1,-1,1)

Punto C:
rectas: Pasa por (1,~1,1) - Xf 12-3 » Sustituir x ZenTm
(Lam-vy=n;=(1,-10) }lel v vy
l1+a+1+a=0-»a=-1-C=(0,0,1)
Area del triangulo ABC:
1, 1|t 1 K| 1 VA+4+36
A=_.|ABXAC|=—. 4 2 =2 =—-|(2,2,6)|=- =11 u?
2 2 ||; 5 oIl 2 2

70. El plano perpendicular al punto medio del segmento de extremos P(0, 3, 8) y
0(Z, 1, B) corta a los ejes de coordenadas en los puntos A, By C. Halla el 4rea del trigngulo ABLC.
VER VIDEO https://youtu.be/dKwHS wRoVk

— 2x—2y—22+D=0
n{f).PQ—(i/.I—Z'__21)27 _,{ 2:.1-2-2—-2-74D=0-D=16

eje X: (32’ - 8) A(=8,0,0)

Cortes de T con los ejes.{  eje Y: ()Z( : 8) B(0,8,0)

. x=0
eje Z: (y _ 0) €(0,0,8)

, 1— — 1|1 J K 4
Area ABC==|ABxAC|==|8 8 0|==(64,—64,—64)| = 32v/3u?
2 2| o gl 2

7\. De los planos paralelos al plano x + y + z = 8, Halla los que determinan con los ejes de coordenadas

un trigngulo de drea 8+/3.
VER VIDEO https://youtu.be/Ef-Ix9jlpgo

Un plano paralelo al dado seriax+y+z-d =0.
ejeX(y=0,z=0)-»x=d—-(d,00)=A

Cortes del plano 1t con los ejes: {ejeY (x=0,z=0) >y=d - (0,d,0) =B
ejeZ(x=0,y=0)-»z=d- (0,0,d) =C
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i j k
—d d o
—d 0 d

= —d%u?

. 1 1
Area del tridngulo ABC = 3 [I(—=d,d,0).(—d,0,d)|| = > >

Igualando este resultado al valor del area segtin el enunciado: sz =8V3d = +4.

Los planos buscados son: x+y+z+4=0yx+y+z-4=0

10. VOLUMEN DEL PARALELEP{PEDO Y DEL
TETRAEDRO OABC.

ok |joa
V01umenparalelepipedo = ||oB||- Volumenyaearo = g OB
oC ocC

72. Dados los puntos A(1, 0, 3) y B(1, 3, 4). Determina los puntos situados en el plano z = | que forman
con los puntos A y B un triangulo equilatero. Calcula el volumen del tetraedro formado por los tres
puntos anteriores y el origen de coordenadas.

VER VIDEO https://youtu.be/ZHrgb7j2bZE

AB| = |AC| » J(x— 12 +y2 + 4 =10
Punto C(x,y, 1) |_}| |_+| JEx-12+y
|AB| = |BC| » V(x— 12+ (y—3)2+9 =10
3++/5 7
C — 1_11
~e(*554)
1 @: 1 /25
Vietraedro ABCO = g OBl| = g(? T 3\/§> ud
oC

713. Calcula el volumen del tetraedro que forman los puntos de corte del plano m: x + 3y + 2z =6 con los
ejes de coordenadas y el origen.
VER VIDEO https://youtu.be/xc2]9Wuj9XM

ejeX(y=0,z=0)->x=6-(600)=A
Cortes del plano 1 con los ejes: s eje Y (x =0,z=0) >y =2 - (0,2,0) =B
ejeZ(x=0,y=0)-z=3-1(0,03)=C

1||0A 6 0 0
Volumenetraedro = 2||oB[| =% 0 2 o0fl=6ud
oc 0 0 3

74, Hallar a sabiendo que el plano m: x - 2y + az = 2 corta a los planos de coordenadas formando un
tetraedrao de 4 u?
VER VIDEO https://youtu.be/mbx-izXFwc0
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ejeX(y=0,z=0)->x=2-(2,00)=A

Cortes del plano T con los ejes: cjeY(x=02=0)~y=-1-(0-10)=B

2
ejeZ(x=0,y=0)—>z=3—>(0,0,;)=c

— 2 0 0
1 % 110 =1 o0 11—4 5 1
Volumenietraedro = g _O_lé = g 2l = g|?| =4yu’.—»a= ig

Dado los puntos A(1, 1, 1), B(D, 0, -2), C(2, -1, 0), D(-1, 2, -1) y E(D, O, 0).
a. Comprobar que los puntos A, B y C determinan un dnico plano.
b. Estudiar si el triangulo de vértices A, B y C es rectangulo en el vértice A.
c. Halla el &ngulo que forma la recta que pasa por los puntos A y D con el plano del aparado a.
d. Calcular el volumen del tetraedro definido por los puntos A, B, C y D.

10. HAZ DE PLANOS DE UNA RECTA.

El Haz de planos de una recta es la ecuacion de la familia de planos que contienen a
la recta.

Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+Cz+D' =0
expresion: Ax + By + Cz+ D+ t.(A'x+B'y+C'z+D') =0

Los ejercicios en que pregunta la ecuacién de un plano que contiene una recta se
pueden hacer facilmente aplicando el haz de planos.

Dadalarectar: { el haz de plano que contienen ar tiene la

=1
74. Hallar la ecuacidn del plano que contiene a la recta r':{X tytz . yal punto P=(0,1,2)
x—-y—2z=1
Xx+y+z-1+t&x-y-z-1)=0
Haz de planos der: operando

1+t)x+(1-ty+(1—-t)z—1—-t=0

Sustituyo P en la ecuacién del haz y hallo t.
sustituimos t
1 en el haz 3 1 1 3
1+0+(1-1+(1-t2—-1—-t= 0-t=3 5 FXtoy+zz—3

=0-

—3x+y+z-3=0

x+y+z=1

x—y—2z2=1" distan 3 unidades

6. Hallar la ecuacidn de los planos que contienen a la recta r:{

del origen.

Xx+y+z-1+tx-y-z-1)=0
Haz de planos der: operando
Q+x+(1-ty+(1-t)z—1—-t=0
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elevando al

cuadrado
=3 3

—1-t
JA+92+ (1 -2+ (1 -1)?
14 2t+t? _ 5+V194

1+2t+t2+1—-2t+t24+1—2t+t2 - 13

ecuacion del haz tendremos los planos buscados.

Distancia del (0,0,0) al haz =

; sustituyendo t en la

x+ty+z=1

T7. Hallar la ecuacidn de los planos que contienen a la recta r':{X —y-2z=1 y forma un éngulo de

30° con el eje X.

Xx+y+z-1+t(x-y-z-1)=0
Haz de planos der : operando -n
1+)x+(1-ty+(1-t)z—1-t=0
=(14+t1-t1-1t)
Vector director eje X : ¥ = (1,0,0)

30 (1+t1-t1-1)(1,0,0) 1 ‘ 1+t
sen = ==
JA+92+(1-02+0-92 2 [Ja+92+ Q-2+ (1 —1)?
1
==
1+2t+t?

1
=~ -t =—5 + 26; sustituyendo tenl
T+2t+ 0@ +1—20+ 02+ 12042 4 + 26; sustituyendo tenla

ecuacién del haz tendremos los planos buscados.
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