ACADEMIA ALCOVER. PALMA DE MALLORCA

ST ENCUENTRAS ALGUN ERROR COMUNICALO. POR FAVOR. AL
CORREO DE LA PAGINA WEB.

CALCULD DE INTEGRALES.

INTEGRALES INMEDIATAS. INTEGRACIGN POR PARTES. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.
INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONDMETRICAS.

1. INTEGRALES INMEDIATAS.
VER VIDEO https://youtu.be/sOJTN6VPO00

TABLA DE INTEGRALES.
fk dx = kx + ¢; 1
2
fkf dx = kJ. fdx
f(fig)dx=ffdxifgdx; 3
4 fn+1
fxndx_x““ te ff’.f"dx= e
“n+1 n
1 5 f'
f—dx=ln|x|+c f—dx=ln|f|+c
X f
fexdx=e"+c 6 ff’.efdx=ef+c
a* 7 af
faxdx=—+c ff’.afdx:—+c
Ina Ina
f senxdx = —cosx + ¢ 8 ff '.senfdx = —cosf + ¢
f cosxdx = senx + ¢ 9 f f'.cosf dx = senf + ¢
ftanx dx = —In|cosx| + ¢ 10 Jf ".tanf dx = —In|cosf| + ¢
f cotanx dx = In|senx| + ¢ 11 jf ".cotanf dx = In|senf| + ¢
1 f'
f 2 dx = tanx + ¢ 12 f—dx=tanf+c
cos?x cos?f
13 !
3 dx = —cotanx + ¢ j—dx = —cotanf + ¢
sen?x sen?f
14

1 1 bx
fmdx=ﬁ.arctan?+ C

f R S
a2 + b2f2 x—a'b.arcana ¢

1 bx
= —.arcsen— + ¢
a

1
| =
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f' bf
= -arcsen— +c
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|. Resuelve las siguientes integrales aplicando la farmula.

Xn+1
fx“dx= +c
n+1

a.f(x3 +x%—-3x+1)dx
VER VIDEO https://youtu.be/HmVIAg3YtYo
b. f(:*}x4 +5x3-3x2+1)dx

VER VIDEO https://voutu.be/fNbTFcTdoWA
V2x ZX\/ZX

¢ |5 dx=—%

VER VIDEO https://voutu.be/1BoP FGxKe8
d f 3 dx = 3V/x +
.| —dx=3Vx+c
2+/x
VER VIDEO https://yvoutu.be/j4z8-na3GUA
f \/3x 6 6 27x7
3/5x 25

VER VIDEO https: //Voutu.be/WhOcZibDA6M
f ¥x + V/5x3 2v/5x3
J 3x

+c

dx = 3¥x +
VER VIDEO https://yvoutu.be/]2 -dwdAAa8

+c

2. Resuelve las siguientes integrales aplicando la formula.

Xn+1
fx“dxz +c
n+1

a. [(x3+x2-3x+1)dx
b. [(3x* + 5x3 — 3x2 + 1) dx

c.J\/idx

d.fmdx
Jx+\/_

] foion

X4 X3 XZ
a.f(x3+xz—3x+1)dx::_|_?_3?_|_x_|_C
5 4 3
b.f(3x4+5x3—3xz+1)dx=3X?+5X:—3X;+X+c
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2 2
= x3 = —

3 3X\/§+C

lel X oo

» f\/_dX—IXZdX—
2V3

d.f\/gdx=f@&dx=@fx%dx=\/§§=TX\/§+c

2
+
efx \/— dx = —dx+f—dx—f—dx+fdx-

X2

1 2
=fx7dx+x= +x=§x&+x+c

ffﬁdx-'I-\/—\/—dX—fx2x4dX—fx4dX—

e
r9|u4 NS

R

'P|\4 NI

3. Resuelve las siguientes integrales aplicando la formula.

n+1
Jf’.f“dx= +c
n+1

1

a.J—dx =—-2Vv1l—-Inx+c
xvV1 —Inx

VER VIDEO https://youtu.be/26igyAhVcmY

5
b.J(‘l-X—‘l-)S\/XZ—2X+5dX=§(X2—2X+5)5 x2—-2x+5+¢c

VER VIDEO https://yvoutu.be/hYz1qBZSCYc

-1
C.J sen3x. cos33x dx = Ecos“Sx +c

VER VIDEO https://voutu.be/LctualloFeM
-1
d| ——dx=——"——
f Arep X 2arez '€
VER VIDEO https://voutu.be /Z6M1yHK6PVI

1
e.f secx.tanxdx =—+c¢
(1).¢

VER VIDEO https://yvoutu.be/ I5v1uGezLM

4, Resuelve las siguientes integrales aplicando la farmula.

fn+1
ff’.f“dxz +c
n+1

a.f cosx. sen3x dx
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In%x
bf—dx
c.f(x+1)\/x2+2x+1dx

df 1 d
"] x.In*x X

e. f(3x +3).(x% + 2x + 7)°dx

sen’x
4

f cosx. sen3x dx —f cosx.sen’x dx = +c

In?x In3x

bf—dx—j—ln xdx—T+C

1
c.f(x+ 1)\/x2+2x+1dx=5f2(x+ D(x?+2x+ 1)2dx

3
_1(X2+2x+1)§
=5 3

2
df d—fl g0 _ 11
xIn?x ()™ dx = ——3= = 3" T ¢
e.f(3x+3).(x +2x+7)5dx=3f(x+1).(x2+2x+7)5dxz

3 3(x2+2x+7)°
=Ej2(X+1).(X2+2x+7)5dx=—( ) +c

1
=§(x2+2X+1) x2+2x+1+c

2 6

3. Resuelve las siguientes integrales aplicando las farmulas.

1 f'
f—dx =In|x| + ¢ j—dx =In|f| + ¢
X f
3
a.J; dx =3.In|x| + ¢
VER VIDEO https://youtu.be /v9-477VZK9c
2 -2
b'Jl—Sx dx =—.In|1-3x| + ¢

3
VER VIDEO https://voutu.be/hShYNVGR1FQ

c.f cotanx dx = In|senx| + ¢
VER VIDEO https://youtu.be/yXnqGFQHDBQ
1
d.f dx = In|In2x| + ¢
x.In2x
VER VIDEO https://voutu.be/K6tMBTvIiVo
J senx — % + e*¥

cosx + Inx — eX dx = —In|cosx + Inx — e*| + ¢

VER VIDEO https://voutu.be /8fN-VWOGgxk
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=)

1 1
.| === dx = (~In|cos2x| + In|sen2
! fsean.cost dx 2( n|cos2x| + In[sen2x|) + ¢

VER VIDEO https://voutu.be/ZI10jGeCzudk

B. Resuelve las siguientes integrales aplicando la formula.

1 f'
f;dx=ln|x|+c dex=ln|f|+c

3
a.f—dx

X
b 2 d
'f1—3x X

c.ftanx dx

1
d. f dx
x. Inx

J‘ZXZ—Zd
e | 53, dx

2X
f']1—2x dx

1
g j — dx
senx. Cosx

3
a.f; dx = 3.In|x| + ¢

bj 2 d—zj LI —_21|1 3x| +
T T T T3 T T 3! Xlre

senx —senx
c.ftanx dx = f dx = —f dx = —In|cosx| + ¢
COsX COsX
1
1 X
d. dx = | — dx =In|lnx| + ¢
x. Inx Inx

f2x2—2d_2fx—1 fBX —3 21|3 3] +
e. X = —3X X3—3 —3nx X C

ff Z d—_lf 2Xlnzd—_ 11— 2% +
' XTh2) 1= X_IZ In ¢

1 sen?x + cos?x
g | ——dx= | ——————— dx
Senx. Cosx Senx. Cosx
sen?x cos?x
= + dx =
Senx.cosX Senx.cCosX

= jtanx dx + Jcotan x dx = —In|cosx| + In|senx| + ¢

7. Resuelve las siguientes integrales aplicando la farmula.
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fexdx=ex+c ff’.efdx=ef+c

X ax f af
a¥dx=—+c¢ ff’.adx=—+c
Ina Ina

a. f(ZX -1). e’ Xdx = eX X + ¢
VER VIDEO https://voutu.be/HHyAzUgM]m4

3tanx 3tanx
b'fcoszxdxz In3 te

VER VIDEO https://voutu.be/mp NCX3Wa I
3 4 3 4
c. | 3x°eX dx=ZeX +c
VER VIDEO https://voutu.be/CdTTD7B-p5w

4 f2X+3X )X

2

n3
VER VIDEO https: //Voutu.be/KXfOMYeXiOW

+x+c

8. Resuelve las siguientes integrales aplicando la farmula.
fexdxze"+c ff’.efdxzef+c

a* af
ja"dx= +c ff’.afdx=—+c
Ina

Ina
3
a.fxz.eX dx

b.f 3*. 2*dx

[

f senx. 5°°*dx

1 1
a.fxz.ex3dx = §f 3x2.eX dx = §e"3 +c

6X
b.fSX.Zde=f6de——+c

In6
eVx 1 VX
—dX—ZJ—e *dx = 2eV¥ + ¢
J Vx 2Vx
COSX
d. j senx. 5°%%dx = —f —senx. 5°9%%dx = — +c
In5

9. Resuelve las siguientes integrales aplicando la formula.
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» f senx dx = —cosx + ¢ f f’.senf dx = —cosf + ¢

f cosxdx = senx+ ¢ f f'.cosf dx = senf + ¢

.[tanx dx = —In|cosx| + ¢ ff ".tanf dx = —In|cosf| + ¢

f cotanx dx = In|senx| + ¢ ff ".cotanf dx = In|senf| + ¢

-1
a. f(x + 1)sen(x? + 2x + 7)dx = TCOS(XZ +2x+7)+c
VER VIDEO https://voutu.be/-Us ODWCMPY
1
b.f e3Xcose3*dx = 3 sen e3X 4 ¢

VER VIDEO https://voutu.be/46a0pasFGNs

c.f senx. tan(cosx) dx = In|cos (cosx)| + ¢
VER VIDEO https: //Voutu.be/VXr mY2a06¢

cotan— 1
d. f dx=—ln|sen;|+c

VER VIDEO httDs //voutu.be/kLBmhx]C8VU

10. Resuelve las siguientes integrales aplicando la formula.

f senx dx = —cosx + ¢ f f'.senf dx = —cosf + ¢
f cosxdx = senx+ ¢ f f'.cosf dx = senf + ¢

ftanx dx = —In|cosx| + ¢ ff ".tanf dx = —In|cosf| + ¢

J cotanx dx = In|senx| + ¢ jf ".cotanf dx = In|senf| + ¢

a.

f sen(anx)

b. f xzcosx
J tan\/_

2*cotan 2*dx

sen(In2x) 1
a.dex = f;sen(anX) dx = —cos(In2x) + ¢
1 1
b. f x%cosx3dx = 5.[ 3x?cosx’dx = §senx3 +c
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tanvx 1
C. dx=2f—tam/§dx=—21n cosvx| + ¢
Vx 2v/x | |

1 1
d.f 2*cotan 2*dx = —f In2.2*cotan 2*dx = — In|sen2*| + ¢
In2 In2

II. Resuelve las siguientes integrales aplicando la férmula.

1 1 bx f' 1 bf
f dx = .arctan—+c f—dx:—.arctan—+c
a a.b a

aZ + b2x? a.b aZ + b2f2
f 1 dx = 1 bx f’ d 1 bf
m X = a .darcsen a m X = ; arcsen;

f X d 1 tanx? +
a. —7F dX = —arctanx C
1+ x8 4

VER VIDEO https://youtu.be/GKEr3BcW3NE

sen2x -1 3
b. f mdx = ﬁarctan EcosZX +c

VER VIDEO https://youtu.be/QMipVawDZDI

dx = 2.arctanV/x + ¢

1
c.| =—
f\&(l + x)
VER VIDEO https://youtu.be/MMKCwOZYORs

12. Resuelve las siguientes integrales aplicando la farmula.

j 1 dx = 1 ¢ bX+ f' d 1 bf
az-|—b2X2 X—a.b.arc ana C j-m X—E.arctan;‘*'c

1 arcsen bx f' dx — 1 bf
—a. a \/ﬁ x—;.arcsen;

1
| =

i
a 1+ x* X
bf 3 d
") 3+ 2x2 X

er
c.f 71 ok dx

1
d.j dx
coszlx. 1 — tan2x
e.| ———dx
VvVl —x

X X 1 2X 1 )
a.f1+x4dX=fdeZEIWdX=EaFCtaHX +cC
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3 1 1 2
b.fg_l_zxzdx:3f3+zxzdx=3ﬁarctan\/;x+c
1 2eX

11 e?X
—arctan—+c¢

e2x
C'f2+e4xdx_§f2+(eZX)ZdX_E\/E V2
1

1 2
d.j dx = COS° X __dx = arcsen(tanx) + ¢
COS2X.

V1 — tan?x a 1\/1—tan2X

e.f\&\/%dx=2fﬁ

2. INTEGRACION POR PARTES
Ver video https://youtu.be/wSPvUsxFHMw

dx = 2.arcsenvx + ¢

Se resuelven aplicando la siguiente formula

fudv=uv—jvdu

a. Las integrales que sean un producto de
funciones elementales distintas y no sean inmediatas.

|. Calcula la siguiente integral:
f(x2 +1)-Inxdx
VER VIDEO https://youtu.be/c-EqZnhLAyw

241y, _(¢ (e _(x _x_
(x“+ 1) -Inxdx 3+X Inx 3+1 dx 3+x Inx 3 X+c

1
u=Inx - du=-dx

X 3
dv=x2+1—>v=?+x

2. Calcula la siguiente integral:

f X.senx dx
J X. senx dx = — XCOSX — f —cosx dx = —Xcosx + senx + ¢
1
1) Para elegir la funcién a la que llamamos u aplicamos la llamada regla de los
Arcos
Logaritmos
ALPES: { Polinomios . La funcién que esté mas arriba en la tablaeslau
Exponenciales
Sen, cos.
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=)

derivando
u=x 3 du=dx
1) integrando
dv=senxdx 3 v= fsenx dx = — cosx

3. Calcula la siguiente integral:

f x. eXdx

fX.eXdXSX.eX—feXdX=X.eX—eX+C
1
u=x-du=dx
1>{

dv=e"dx—>v=fexdx=eX

4, Calcula la siguiente integral:
j (x? + x)cosx dx

f(x2 + x)cosx dx = (x? + x)senx — f(ZX + Dsenxdx =
1 2
= (x% + x)senx — (—(Zx +1)cosx —2 f —Cosx dx)
= (x? + x) senx + (2x + 1) cosx — 2senx +
u=x%?+x-du=2x+ 1)dx
1
) dv =cosxdx » v = j cosx dx = senx
u=2x+1-du=2dx
2 {

dv =senxdx » v = fsenx dx = — cosx

9. Calcula la siguiente integral:

X
5 dx
COS?%x

X 1
J s—dx = jx. s—dx =x.tanx — J tanx dx = x.tanx + In|cosx| + ¢
C0S?x C0S?x

(o)
1

u=x-du=dx
1>{

1
dv = dx—>v=f dx =tan x

cos?x cos?x

B. Calcula la siguiente integral:
f x%Inx dx
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f 2lnx d x3l 1]‘ 24 )(3l 1 3
x“Inx X1 3 X 3 x“dx 3 X 9x +c

u=Inx - du=-dx
1) X

3

X
dv=x2dx—>v=fx2dX=?

7. Calcula la siguiente integral:
f e*.senx dx.
VER VIDEO https://youtu.be/S -vmQoKW4Y

f e*.senx dx = — e*cosx + f e*cosx dx =
(] (]
1 2
= —e*cosx + (e*senx — [ e¥senx dx); Esta es una integral ciclica, si volvemos a

aplicar la integracién por partes volveremos a lo mismo. Nos ha quedado:

f eX.senx dx = —e*cosx + | e*senx — j eXsenxdx | » [ = —e*cosx + e*senx — |
I I
1
Despejando la I, tenemos: [ = j eX.senx dx = 3 (—e*cosx + e*senx) + ¢
u = e* - du = e*dx
D dv = senxdx » v = fsenx dx = — cosx
u = e* - du = e*dx
2)

dv = cosxdx » v = f cosx dx = senx

8. Calcula la siguiente integral:
f X.arctanx dx.
VER VIDEO https://youtu.be/EK7BmI88Eh8

tanx dx = arct Lr Xy
X.arctanx dx =—.arctanx — — X =
« 2 2 1 + x2
1 N——
2,dividimos

x? 1 1 1 x? 1 1
?.arctanx — Ef 1dx + —f dx = —.arctanx — EX + Earctanx +c

2) 1+x2 2
u = arctanx —» du = dx
1+ x2
1) 2
dv=xdx—>v=dex=7
2) x? | x2+1
-x2-1 1
/ -1

b. Algunas integrales [ Inf dx.
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» 9. Calcula la siguiente integral:
9. f Inx dx.

VER VIDEO https://yvoutu.be/QmYceta500U

flnxdxix.lnx—f1.dx=x.lnx—x+c
1

u=Inx - du=-dx
1) X
dv = dx—>v=fdx=x

10. Calcula la siguiente integral:
f In(x? + 1) dx
VER VIDEO https://youtu.be/gSkOVOsPQSA

2
dx

J-ln(x2 +1Ddx=x. In(x? +1) — Zf

x2+1
1 N——

2
1
x.In(x?+1) -2 U dx—fXZ 1 dx] = x.In(x? + 1) — 2x + 2arctanx + ¢
2x

_ 2 _
) u = In(x +1)—>du-mdx
)
dv=1dx—>v=’[1dx=x
2) x? | x2+1
-x2-1 1
/ -1

c. Algunas integrales [ arco ... f dx.

1. Calcula la siguiente integral:
f arcsenx dx

VER VIDEO https://yvoutu.be/6x4x]]csKrY

X
arcsenx dx = X. arcsenx — J dx =
J T V1 —x2
1
-1 1(1-x%)2

-1
= X.arcsenx — 7J —2x. (1 — x?)2 dx = x.arcsenx + 3

1
2
= x.arcsenx ++/(1 —x?) + ¢
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i<

(u=arcsenx—>du=
1)
dv=1dx—>v=f1dx=x

12. Calcula la siguiente integral:
f arctanx dx.
VER VIDEO https://youtu.be/66u6n0e6Wgw

1

f arctanx dx = xarctanx — > j

2X

1
mdx =x.arctanx—zln|1 +x%|+c

dx

u = arctanx — du = >
1) 1+x

dv=1dx—>v=f1dx=x

13. Calcula las siguientes integrales:

Inx
a.fx. senx dx b.dex c.f sen(Inx)dx d.fxtgzx dx

e.flnzx dx f.farccotanx dx g.f e3*sen2x dx h.fsen23x dx

d. f X.senx dx = —xcosx + senx + ¢
Inx -1 1
b,[X_3dX = mlnlxl _F-l_ C

1
C. f sen(Inx)dx = >X [sen(Inx) — cos (Inx)] + ¢
2

X
d. j xtg?x dx =x. tagx — >~ In|cosx| + ¢

e.f In?x dx = x. (In?x — 2In|x| + 2) + ¢

1
f. | arccotanx dx = x.arccotanx + —ln|1 +x%|+c

g. | e3*sen2xdx = Ee"‘x( 2c0s2x + 3sen2x) + ¢
) —cos3x.sen3x X
sen“3x dx = c + > +c

h.

\"’%

3. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.
Ver video https://youtu.be/1M1x]CcZHqw

X
[— f G
q(x)
a. SI SE PUEDE DIVIDIR (GRADO NUMERADOR > GRADO
DENOMINADOR) SE DIVIDE.
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LG

—dx-f c(x)dx + ( )

Siendo c(x) el cociente de la divisién y r(x) el resto.

|. Calcula la siguiente integral:
J‘x+1d
x—1 X

VER VIDEO https://voutu.be/z80DPCBkmXo

x+1 1
f dx=j1.dx+2f dx =x+2In|x—1| +c¢
x—1 x—1

X+1 X—1
-Xx+1 1
2

b. OBSERVA SI LA INTEGRAL ES INMEDIATA.

2. Calcula las siguientes integrales:

x—1 ) f'
a.fxz —Zxdx Del tipo dex=ln|f| +c

!

1 . f
b.fmdx. Del tipo fde— arctagf + ¢

fo—ld Del ti fax+b
¢ x2+1 X e tpo cx?+d
VER VIDEO https://youtu.be/38FKI717FTY

dx (siendo cy d positivos)

fx_ld—lfz(x_l)d—lllz 2+
X% — 2x X_Z x2 — 2x X_2nx Xre

J 1 dij % i L 1 . 1 ;
> X = —X=—j—2.X=—J—.X=
2x%2 + 4 (lx2+1) 4 (1 ) +1 4 (

1 2
2 EX EX) +1
fr
1 V2 V2 1
_Zﬁf—z.dx—jarctagﬁx+c

1
—x | +1
vz

f
1 Dividimos numerador y denominador por 4.

3. Calcula la siguiente integral.

| T
1+ x8 X
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s S T
f dxzf—d f— = —arctag(x*) + ¢

= d
1+x8 T+x)2 4] 1+ x)2 " " 4

c. FACTORIZA EL DENOMINADOR.
I. LAS SOLUCIONES SON REALES Y DISTINTAS.

3. Calcula la siguiente integral.

et
x2 —4x+3 X
VER VIDEO https://voutu.be/iXxoNspF6nQ

[ (e
X2 —4x+ 3 X? x—1).(x—3) S I X—3 X

Una fraccién
para cada

factor

Sy d+3f " dx = —olnfx— 1]+ Slnjx— 3] +
T2 Jx=10 T2 x—3 T 2 c
1) No puedo dividir. No es inmediata. Factorizo el denominador.

x2—4x+3=0{§ii—> x2—4x+3=(x—-1).(x—3)

Ll

2) Para calcular Ay B:
X A N B Ax-3)+Bkx-1)
x—1.x—3) x—-1 x-3  (x=-1DE-3)
x = A(x — 3) + B(x — 1); dando a x los valores que anulan al denominador
y algun otro si fuera necesario:

six=1->1=-2A —>A=7

3
six=3 -3 =2B _)BZE

4. Calcula la siguiente integral.

j 2x%2+5x—1 d
x3 +x2 — 2x X
VER VIDEO https://voutu.be/VehfOYxIu2s

J2x2+5x—1

1 1
x3+x—2—2de=§ In|x| + 2 In|x - 1|_§ Injx + 2| + ¢

3. Calcula la siguiente integral.

1
fxz—x—zdx
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f L 4 —_H| +n+11| 2] +
XZ—X—Z X—3 nix 3nx C

B. Calcula la siguiente integral.
fxg +2x%2-2x-5

x2+2x—3 dx

x3+2x%2-2x-5 1,
f R — dxzzx —In|x—1| + 2In|x+ 3| + ¢

1. Calcular la siguiente integral:

f 2x2+x—2
x3—-2x2—-x+2 X
VER VIDEO https://voutu.be/0ZSB317dGRw

f2xz+x—2 d—f(A+B+C>d—
B2 —x+2 " J\x¥1Tx=1"x=2/%"

T Y +8f 1
- X+ 1 X x2S 1 T =2 T

—_11|+u 11| u+81| 2] +
—6HX 2I'lX 3nx C

=-1
x3—2x2—x+2=0—>{xx=1 >x3-2x2—x+2=(x+1)-x—-1)-(x—2)
=2
A B C _X-(x—l)-(x—2)+B-(x+1)~(x—2)+C~(x2—1)
x+1 x—1 x=2_ x+1D-(x=1)-(x+2)

A-x—1)-x—2)+B-x+1)-x—2)+C-(x*2—-1)=2x*+x—-2

1 8
B=—yC=x

i
6 2 3

8. Resolver la siguiente integral.

x—2
J 5 dx
X“+Xx

VER VIDEO https://voutu.be/G440l19BVdA

Jx_zd _j Xx—2 q J(A"' B )d _JA(X+1)+BXd
XZx oo x-(x+1)X x x+1) 7 X% +x X

1 1
=—2j—dx+3j dx = —2In|x| + 3In|x+ 1| + ¢
X x+1

Six=0->-2=A

X_Z=A(X+1)+Bx—>{SiX:_1_>_3:—B—>B=3
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I1. LAS SOLUCIONES SON REALES Y ALGUNA ESTA
REPETIDA.

9. Calcular la siguiente integral.
2x+5

—d
(x+3)3 X
VER VIDEO https://youtu.be/luFa-m0vwO0k

2X+5d—f(A+ B 4 C )dé
x+32 0 S \&k+3 T x+3)2 T x+33/
1 1 -2

j(x+3)ZdX J-(x+3)3dxdX X+3+2(X+3)2+

A N B N C Ax+3)2+Bx+3)+C 2x+5
* = =

x+3 (x+3)2 (x+3)3 (x+3)3 (x+3)3

parax=-3:C=—1 A=0

A(x+3)2+B(x+3)+C=2x+5—>{parax=0:9A+SB+C=5 —-{B=2
parax=1:16A+4B+C=7 C=-1

10. Calcula la siguiente integral.

f x—1 d
x3 +2x2 +x X

La tercera fraccién
lleva el x+1 al cuadrado

f x—1 d_f x—ld_j‘A_I_B_l_ C dx—
x3 +2x2 + x X? X (x+ 1)? =) xTx+1 (x+1)? XE

Una fraccién
1 1
= —1j—dx+J dx
X x+1

para cada
+2f ! dx = 1||+1|+1|+2f(+1)‘2d—
(X+1)2 X = n(x nix X X =

factor
x+ 1)t 1
T = X +Infx+1]—-2——+c
-1 x+1

1) No puedo dividir. No es inmediata. Factorizo el denominador.

= —In|x| +In|x+ 1| + 2

3 2 _ 2 _ x=0 3 2
x*+2x“+x=0-x(x +2X+1)_O{x=—1(doble) - x> 4+ 2x“ +x
=x.(x+ 1)?
2) Para calcular Ay B:
x—1 A+ B N C A (x+1)?+Bx.(x+1)+Cx
- - = =
x(x+1? x x+1 (x+1)? X (x+1)?

->x—1=A(x+1?+Bx(x+1)
+ C.x; dando a x valores que anulan al denominador
y algin otro si fuera necesario:
Six=-1-> -2=-C->C=2
Six=0-> -1=A->A=-1
Six=1->0=4A+2B+C - B=1
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» Il. Calcula la siguiente integral.

J'Zx2+7x—1d 2nlx — 1] 3 N
x3+x2—-x—-1 X = <Inix x+1 ¢

12. Calcula la siguiente integral.

5 1 5
f(x—l)z(x+3) §ln|x—1|+—2(X_1)—§lnlx+3|+c

13. Calcula la siguiente integral.

f 1 dx = In|x| — In|x — 1| 1+
XX = )X—nx n|x —1t¢

14, Calcula la siguiente integral.

6x% —3x + 2 2
f?dx = II’IIXI + + SIH(X— 1) +c
III. HAY SOLUCIONES COMPLEJAS
EL NUMERADOR ES CONSTANTE Y DENOMINADOR
DE 22 GRADO.

19. Calcula la siguiente integral.

1
—d
_fx2+x+1 X

f 1 déj 1 _2 . 2<+1)+
X2+X+1 X: 1 :\/_ arcan\/_x > C
(X+§) +4

1) No puedo dividir. No es inmediata. Factorizo el denominador.
X2+ x+ 1 =0 - No tiene solucién real. x?> + x + 1 no se puede factorizar.

2) Escribimos el denominador de la formak.(x + p)? + q
x?+x+ 1=Kk (x+p)?+q=kx? + 2kpx + kp? + q

k=1
1
Comparando polinomios kp=1-p= 2
kp’+q=1-q= z
_ , f’ 1 bf
3) Aplicamos la férmula: f mdx = E.arctan; +c

I6. Calcula la siguiente integral.

dex = 2.arctan(x+ 1) + ¢

17. Calcula la siguiente integral.
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f 3 d _3 " X+1+
R x—ﬁarcan 7z C

EL NUMERADOR ES UN POLINOMIO DE PRIMER
GRADO Y EL DENOMINADOR DE 22 GRADO.

18. Calcula la siguiente integral.

J‘ x+2 d
2x2+4x+3 X

) 1 l(4x+4)+1
f— X9f4 dx
2x2 +4x+ 3 by 2x2 +4x+ 3

1 4x + 4 1

= ——" _dx+[——d
4,[2X2+4‘X+3 X+f2x2+4x+3 X

La hacemos aparte.3

1
=—1n2x2+4x+3 +f—dX
4 | | 2x% +4x+ 3
esta integral es como
la del ejemplo 7.

11 |2x% + 4x + 3| + + ! tanvV2(x + 1) +
= —1Nn|4X X —=drctan X C
4 V2

1) No puedo dividir. No es inmediata. Factorizo el denominador.
2x? + 4x + 3 = 0 - No tiene solucién real. 2x? + 4x + 3 no se puede factorizar.
2) Escribo el numerador de la forma k. (derivada del denominador) + p

4k=1-k !
= - = —
4

x+2=k.(4x+4)+p=4kx+4k+p—>{
4k+p=2-p=1

1

1 1
3) fde—fz.(x_i_l)z_l_ldX—ﬁarctan\/E(x+1)+c

19. Calcula la siguiente integral.
V3(2x + 1) N
——=+c

x—1 1
f—dx=—ln|x2+x+1|—\/§arctan 3

x2+x+1 2

20. Calcula la siguiente integral.

3x — 4 3., 73 X+ 1
dexzzlnlx +2x+4|—Tarctan<\/§>+c

EL DENOMINADOR ES DE GRADO SUPERIOR A 2

21. Calcula la siguiente integral.

1
—d
Jx3—x2+2x X
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El polinomio x?—x+2 no
se puede factorizar.

Observa como escribimos
la fracciéon

f 1 d_f 1 d_f A Bx+C
x3 —x2 + 2x X? X (x2 —x+2) x= X X2—-x+2 x

Esta integral es como
la del ejemplo 8.

f dx + = f —x+1 dx
X X2 —x+2

3

L

[\
Yauny
<

|
N —
N———

= il 45 = lnlx? - x+ 2] +
—21'1X > ) nix X > \/7

1) No puedo dividir. No es inmediata. Factorizo el denominador.

3 _ 2 — 2 _ _ x=0
X -x"+2x=0-x(x"—x+2) O{Xz—x+2=O—>Notienesol.real.
x3—x2+2x=x.(x>—x+2)

2) Para calcular A, By C:
1 A+ Bx + C A(x? —x+2)+ (Bx+ Ox .
—_— — — e d
Xx(x?—x+2) x (xX*-x+2) X.(x?—x+2)
=AX?—-x+2)+(Bx+0Ox
Dando a x los valores que anulan al denominador y alguin otro si fuera necesario:

arctag—————= | |+ ¢

rA_l
1 )
SiX=0—>1=2A—>A=E -1
Resolvi | si j0o{B=—
Six=1o1=2A+B+C esolviendo el sistema rojo < B >
Six=-1-1=4A+B—C ol
T2
3 J -x+1
) xz—x+2
-1 1
—JT(ZX_1)+7d _—1f 2x—1 +1J L
- X2 —x+2 T e —x+2 T x4 2T
1
iz - x4 2+ o Zaret 2(x—3)
= —In|x? — x —| —=arcta
2 2\v7 T T
22. Calcula la siguiente integral.
2x2—3x+2
Jg—dx = 2In|x| — 3arctagx + ¢
x3 +x
23. Calcula la siguiente integral.
X 1 5 1 2x+1
JX3+2X2+2X+1dx=—ln|x+1|+Eln|x +X+1|+ﬁarctan 73 +c
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4. INTEGRACION POR SUSTITUCION O
CAMBIO DE VARIABLE.

Cualquier integral de las que se han hecho aplicando

la tabla se puede hacer también por sustitucion.

|. Calcula la siguiente integral.

f cosx.sen’x dx =

sen’x

f cosx.sen3x dx = f cosx.sen’x dx = +c

s s t* sen’x
cosx.sen’xdx= | t°dt = — = +c
“ o
1 sustltuyo t

por su valor

derivando
~
l.senx =t — cosxdx=dt

2. Calcula la siguiente integral.

2

In“x

—dx
X
In2x 1 In3x
f—dx= j—lnzxdx=—+c

X X 3
In?x 1, 5 t3 In3x
—dxzf—lnxdxzftdtz— = —+4c

X X T susti?uyot 3

por su valor
derivando 1

1.lnx=t 3 —dx=dt
X

3. Calcula la siguiente integral.

[=50
1-3x

1-3x X773 ) 1-3x

f 2 d—Zf ! d—zfl_dt—_zlm = _21|1 3x|
1-3x o T3t 3 T3 " - 3" X

sustituyo t
por su valor

J 2 d—ZJ LI d—_21|1 3x| +
1—3XX_ = X—3.n X C

derivando t

Ay d
1.1-3x=t - —3dx=dt—>dx=T
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Hacemos cambio de variable en las integrales
[ R(e*; a*)dx. Integrales racionales con presencia de la
exponencial.

4, Calcular la siguiente integral.

1
f1+exdx
1 1 dt A 1
f1+exd’<§ v ) (e p)aes e [ e
= —In|1 + t| + In|t| == —In|1 + e*| + In|e*| + ¢
derivando dt dt

l.e*=t 35 edx=dtodx=—=—
eX t

2. Calcula la siguiente integral.

1+ 2%
fl_zxdx

1+ 2% 1+t dt 1 1+t 1 A B
fl_zde§ v =) ta-t =) (Frro)e
1 1 -1 1
= E.f <€dt+ (—)Zfl—_tdt) 1 > [ln|t| - 211’1'1 —tl]

=17 — [In|2*| — 2In|1 — 2¥[] + ¢
1.2x tderiﬁmdo 2XIn2.dx = dt - d dt dt
. = - . e - e =
fe. X T %2 " t-In2

Hacemos cambio de variable en las integrales
[ R(cos?x; sen?x; tan?x)dx. Integrales racionales con

presencia del cos2x y/o sen2x y/o tan?x.
t

+

‘
Sen x =

—_
—_
—
N

. _ COSX =
Hacemos el cambio tanx = t< 1+ t2

tanx =t

_dt
X =1Te

b. Calcula la siguiente integral.

1
—d
fl + cos2x X
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f 1 d _f 1 dt _f 1 de 1 " t
1+coszxx_ 1+ 1 "1+t2 2+tz-]||2—\/§arcanﬁ_
1+1t2 T2
1 tanx
= —arctan——+c

V2 V2

1. Calcula la siguiente integral.

f tan?x
1 — cos?x

f tan®x q _j t2 dt _j t2 dt —Jdt—t—t N
1 — cos?x X= 1 1 1+4+t2 t2 1442 —tEtanxTc

T 1+t2 142

Hacemos cambio de variable en las integrales
[ R(cosx; senx; tanx)dx. Integrales racionales con
presencia del cosx y/o senx y/o tanx.

( 2t
senx =
1+ t?
1 —t?
X COSX = 5
Hacemos el cambio tani = tA 1 ;_tt
tanx =
1—t2
q 2dt
X =
\ 1+t2

8. Calcula la siguiente integral.

1
[
1 4+ senx

f 1 d_f 1 2dt_f 1 Zdt_zf 1 it
T +senx 1+ 2t 1+t2 ) 2 +2t+ 11442 t2+2t+ 1
14t2 142

1 23 — -1 _
medtZZI(t+1) dt = 2(t+1) -

9. Calcula la siguiente integral.

1
f dx
COSX
1d_f1 Zdt—fzdt—f(A+B>dt—
cosx o J1-ei+e J1i-ee T 0T 1t B
142
1 1
—dt+f—dt:—ln|1—t|+ln|1+t|+c
11—t 1+t
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Hacemos cambio de variable en las integrales
[ que incluyenvax + b dx.

Hacemos el cambio ax + b = t2

10. Calcula la siguiente integral.

f\/3x—1dx
f\/3x— dx——jtzdt—zi=—(\/3x— ) +c——(3x—1)\/3x— 1+c

derlvando

by 2
1.3x—1=t* 3 3.dx=2t.dt—>dx=§t.dt

1. Calcula la siguiente integral.

f VX
dx
1++x
2t2 dividir 1
f dt = th—Zdt+2f—dt=t2—2t+ln|t+1|=
1+\/_ 1+t t+1
—x—2\/_+1n|\/§+1|+c
derivando
1.x=t> 3 dx=2tdt
12. Calcula la siguiente integral.
1
——dx
fi/§+\/§
1 6t5 t3 dividir 1
——dx=| ——dt=6 dt £ 6|t?—-t+1———dt=
fwh/gx 2+ 63 f1+t J MR

2t = 3t2 + 6t —6In|1 + t| + ¢ = 2vx — 3Vx + VYx — 6In|1 + Vx| + ¢
derivando
1.x = tml’nimo comun multiplo de los indices _, X = t6 3 dx = 6t5. dt

Hacemos cambio de variable en las integrales
[ que incluyen:

a
— b2x2; hacemos el cambio x = b sent

a
v/ a2 + b?x2; hacemos el cambio x = Etan t

a
b2x2—a?; hacemos el cambio x = b sect

13. Calcula la siguiente integral.
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fﬁdx

f 4 —x2dx = .[ /4 4sen2t 2.cost.dt = f\/cos tcot.dt =

1+ cosZt X X
4f cos’t.dt = 4f > .dt = 2t + sen2t 4+ ¢ = 2.arcsen— > + sen2arcsen— > +c

3

2.2;1rcsenf +x |1-— (g)z +c

2
derivando
~
— dx = 2.cost.dt
1.x = 2.sent X
t= arcsenz

2. V4 — 4sen?t = J4(1 — sen?t) = 241 — sen?t = 24/cos?t = 2. cost

2

3 2 g 200 =2 —ZX 1 z
- SenZarcsen-, = sen2o = 2.sena. coso = 2.-. _(E)

| S —
o

X X X
o = arcsen— — sena = — — Cosua = 1-— (—)
2 2 = 2
cosa=V1-sen?a

14. Calcula la siguiente integral.

dx

=

jld—j - 21dt—4f121dt
VEre 7 Jm cos?t™ 7)) 1T cos?t
2

" cost
- dt—4f 4j- 2 dt—4f<A+ B)dt—
cost’ 5 1-— 21—+z— 1—22 1—z 14z N
1422
1 1
4f dz+4f—dz=—4ln|1—z|+4ln|1+z|+c
1—2z 142z

t t
= —4]n |1 —tanE| + 4ln |1 +tanE| +c

arctan X arctan %
—4In |1 — tan + 4In |1 + tan > +c
derivando
3 dx = 2. 5 .dt
1.x = 2.tant < cos“t

t = arctanz
2
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1 1
” 2. V4 +4tan’t = \/4(1 + tan?t) = 2y 1+t 2t=2’ = 2.
v an VA an’t) =2y an cos?t cost

1—zz_dt_ 2dz
1422 1422

t
3.tan§ = 7; cost=

5. INTEGRACION DE FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

a. [ sen®*x dx o [ cos¥x dx, si k es impar

|. Calcula la integral siguiente.
f sen3x dx

f sen3x dx = f senx. sen’x dx = f senx. (1 — cos?x)dx =
1
sen’x  cos3x
2 * 3
1. — sen?x+cos?x = 1 - sen?x = 1 — cos?x
Esta hecha aplicando las féormulas de integracion inmediata. La podriamos
hacer como el €j. 2, por cambio de variable.

f senx dx — f senx. cos?’x dx = +c

2. Calcula la integral siguiente.

j cos’x dx
cambio de variable
senx=t
cosx dx=dt
f cos’x dx = f cosx.cos*x dx = f cosx. (1 — sen?x)2dx =

=f(1—t2)2 dt = (1—2t2+t4)dt:t_2§+§+cz

sen3x sen®x

-2
senx 3 + z +c

Esta hecha por cambio de variable. La podriamos hacer como el €;j. 1,
aplicando las férmulas de integraciéon inmediata.

b. [ sen*x dx o [ cos®x dx, si k es par

1
sen’mx = 2(1 — c0s2mx)

1
cos’mx = 7 (1 + cos2mx)
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ﬂ 3. Calcula la integral siguiente.
f sen?x dx

f Zd—fl(l 20 d _1( sen2x>+
sen‘xdx = [ 5 cos2x) dx = 7 (x 5 c
4, Calcula la integral siguiente.

fcos“x dx

2
1 1
J- cos*x dx = f <§ (1- cost)) dx = Zf(l — 2c0s2x + cos?2x)dx =

1 2_|_1f1 1+ cos4 d—l 2+1 +sen4x
2 X~ senZx+- 2( cos x)x-4x sen2x 8X 37

+c

c. [ sen*x. cos Px dx. Si k y/o p son 1: Es inmediata.

3. Calcula la integral siguiente.

f cosx. sen3x dx

sen*x
4

f cosx. sen3x dx = +c

d. [ sen®x. cos Px dx. Sik y/o p son impares # 1.

B. Calcula la integral siguiente.

f sen3x. cos?x dx

fsen3x. cos?x dx = f senx.sen?x cos?x dx = fsenx. (1 — cos?x)cos?x dx =
v’

1

—cos3x  cos®x

f(senx. cos?x — senx. cos*x) dx = 3 Tt

1. Podriamos hacer el cambio cosx =t

1. Calcula la integral siguiente.

f sen3x. cos’x dx

f sen3x.cos’x dx = f senx.sen’x cos°x dx = f senx. (1 — cos?x).cos’x dx =
“
1
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. ; —cos®x  cos®x
senx.cos’x dx — | senx.cos’xdx = c + 8 +c

1. Podriamos hacer el cambio cosx =t

e. f senkx. cos Px dx.Sik Yy p son pares.
Sen2mx = 2.sen mx.cos mx, despejando sen mx. cos mx = %seanx

8. Calcula la integral siguiente.

f sen?x. cos?x dx

1 2 1 101
sen®x. cos?x dx = f (E senZX) dx = Zf(sean)z dx = fo(l — cos4x) dx
_ 1 1 Ax+
= gX T gpsendx+c

9. Calcula la integral siguiente.

f sen*x. cos?x dx

fsen“x. cos?x dx = f sen®x .sen?x. cos?x dx =
sen2x=%(1—c052x) (%Sean)z
1 1 z 1 , ,
= ff (1 — cos2x). (E sen2x> dx = gf( ser11 2x — sen“2x.cos2x) dx =
sen22x=§(1—cos4—x)
1 1 1 3
= EX - asenélx - Esen 2x+c

f.f sen mKk. cos nx dx f sen mk. sen nx dx f cos mk. cos nx dx

p
f sen mKk. cos nx dx . — sen mKk. cos nx = 2 [sen(m + n)x + sen(m — n)x]|
1

{ f sen mKk. sen nx dx . - sen mk. sen nx = - [cosn(m — n)x — cos(m + n)x]|

2
1
J cos mKk. cos nx dx . - cos mK. cos nx = 3 [cos(m + n)x + cos(m — n)x]

10. Calcula la integral siguiente.

f sen2x.cos3x dx

1

1
f sen2x.cos3x dx = Ef senbx — senx dx = E(

—cos5x
5

+ COSX) +c
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1. Calcula la integral siguiente.

f cos 4x.cos3x dx

1 (sen7x

1
f cos 4x.cos3x dx = Ef(cos7x + cosx) dx = 5 + senx) +c

sen®x . ] ]
g. j dx Si Kk es 1: es inmediata.
cos Px

12. Calcula la integral siguiente.

CcOSX
I dx
sen*x

COSX i sen”3x -1
7 dx = | cosx.sen"*x dx = +c= o t¢
sen*x < T -3 3sen3x

sen®x
h.j dx Sikesimpar # 1
cos Px

13. Calcula la integral siguiente.

sen3x
5 dx
cos?x

fsen3x q jsenx. sen®x jsenx. (1 — cos?x) q
X =

= X =
cos?x cos?x Y cos?x
senx _2 —cos™!x
( - senx) dx = senx.cos “x —senx | dx = 4+ cosx + ¢
2 —— —— _1
c0s2x = :
R —
féormula 4

1. — sen?x+cos?x = 1 - sen?x(1 — cos?x)

_jsenkxd Si ke o
i | <px dx Sikypsonparesyk < p:

14, Calcula la integral siguiente.

sen?x
5 dx
cos?x

sen?x ) )
5 dx = | tan“xdx = tan‘x+1 —1ldx=tanx—x+c
COS“X —_—
derivada de la tanx
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19, Calcula la integral siguiente.
cos?x
f dx

cos?x
7 dx
sen‘x

|

fr

sentx
2 3
COS*“X 1 ) -1 cotan®x
> .—dez— cotan“x sdx = —
sen’x sen4x ——— sen?x 3
f —_—

I6. Calcula la integral siguiente.

sen?x
3 dx
cos®x

sen?x
z dx
cos®x

= | tan®x
f

|

" C0S“X
~N—

fr

sen’x 1 1 f 24(1 + tanx)
= | tan®x tan®x

C0S2%X c0S?%X Cc0s?x cos?x

~———

1+tan2x

. 1 tan3x tan®x
dx + | tan®x > dx = +c
—F— cos’x 3 5
~——

fr

dx
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